Laboratorni cvi€eni - Diferencialni po¢et funkci jedné
realné promeénneé

Funkce jedné realné promeénné

Elementarni funkce a operace s funkcemi

Ukazme si nejprve jak se v Maple zapisuji zakladni matematické operace s¢itani, odcitanti,
nasobeni a déleni.Pro zacatek Ize vyuzit pomucky z listy v paleté¢ Expression. Jinak v
Maplovském zapisniku pouzivame pro s¢itani a odcitani znaky " + "a"™ - " z klavesnice, pro
nasobeni je potieba pouzit symbol ™ = ™ a pro déleni symbol " /™. Pro psani dalsich symbold je
vyhodné si oteviit paletu Operators.
Pro zapis nekterych elementarnich funci lze vyuzit paletu Expression v levé listé, dalsi zapisy
funkci 1ze nalézt v Heplu (Initially Known Mathematical Functions). Pro nase ucely budou
potiebné zapisy goniometrickych, cyklometrickych, logaritmickych, exponencialnich a
mocninnych funkci.
Syntaxe goniometrickych funkci:
> sin(x) ;cos(x) ;tan(x) ;cot(x) ;
sin(x)
cos(x)
tan(x)
cot(x)
Syntaxe cyklometrickych funkci (inverzni ke goniometrickym):

> arcsin(x) ;arccos (x) ;arctan(x) ;arccot (x) ;
arcsin(x)

arccos(x)
arctan(x)
arccot(x)

Syntaxe logaritmickych a exponencialnich funkci:
> 1n(x);log(x) ;1logl0(x) ;log[b] (x) ;exp(x) ;
In(x)

In(x)
In(x)
In(10)
In(x)
In(b)

ex

Mocnina a odmocnina;
> x*2;sqrt(x) ;root[2] (x) ;root[5] (x) ;
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Zapis druhé mocniny funkce sinus (a dalsich) se pise nasledovné:
> sin(x)*2;
sin(x)2
Vsimnéte si jiného zapisu pro odmocniny vyssich fadu, jsou zapsany ve tvaru mocninné funkce.
8

Priklad. Zkuste si napsat gin?x + 2.&-3,

Definice vlastnich funkci

Vlastni funkci lze definovat raznymi zpusoby, zakladni syntaxe je jméno_funkce:=proménnd->
predpis.

2
Priklad 1. Definujte funkci f(x) = < 5_ 3
X
> f:=x->(x*2-3)/(5*x) ;

2
1 x—3
f.—x—>5 .

Dalsi moznosti, jak definovat funkci je vyuziti néjakého predchoziho zapisu vyrazu, ze kterého
pomoci piikazu unapply(vyraz, proménna) lze nadefinovat funkci.
> a:=sin(x)/x;

_ sin(x)
X
> f:=unapply(a,x);
fimxo sin(x)
Funkci Ize také definovat pomoci procedury. Touto moznost ale vynechame.
Jestlize je funkce definovana po castech, pouzijeme pro jeji zadani piikaz
jméno_funkce:=proménnd->piecewise( podm1, hodl, podm2, hod2.,... jinak) , Kde "podm" jsou
podminky a "hod" jsou hodnoty funkce za dané podminky a "jinak" je hodnota funkce, jestlize
neni spInéna zadna z podminek.
v P . L , N . 3x+2 x<Z1
Priklad 2.Definujte funkci, ktera je zadana predpisem £(x) = .
6-x x>1
> f:=x->piecewise (x<=1,3*x+2,x>1,6-Xx) ;
f=x—piecewise(x < 1,3x+2,1 <x,6 —x)

> plot(f(x) ,x=-1..2);



-1 4

Priklad 3. Definujte funkci, ktera je zadana predpisem f(y) =
0 Jinak
> f:=x->piecewise (0<=x and x<=2*Pi,sin(x),0);
f = x—piecewise(0 < x and x < 2T, sin(x), 0)
> plot(f(x) ,x=-Pi..3*Pi);

sinx 0 <x<2m
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Vyhodnocovani funkci

Vsechy funkce jsou definované v oboru komplexnch ¢isel, proto jsou napt. pripustné i zaporné
hodnoty v logaritmu nebo v sudych odmocninach.
> 1n(-5);
In(5) +1Im
> sq rt(-25);
51

V pripadé, ze se nam ve vysledku objevi symbol I, znaci to, ze jsme nékde udélali chybu v
piedpokladu o defini¢nim oboru dané funkce, pokud ovsem opravdu nepracujeme s komplexnimi
cisly.
Pro numerickeé vycisleni vyrazt obsahujicich konstanty pouzivame piikazu evalf (vyraz).
> evalf (sin(2));

0.9092974268
> evalf (1In(-5));

1.609437912 + 3.1415926541

> evalf (Pi) ;

3.141592654

Pokud chceme ziskat vysledek na urcity pocet cifer, ptipiseme toto ¢islo do hranaté zavorky za
piikazu evais .



> evalf[3] (Pi);

3.14
> evalf[15] (exp(1l)) ;
2.71828182845905
> evalf[8] (cos(Pi/4)+sin(Pi/2)) ;
1.7071068

Vyhodnotit vyrazy obsahujici konstanty lIze i bez pouziti ptikazu evalf , v tomto piipadé je
potieba zadat konstantu ve formée desetinného ¢isla.
> sin(2.);

0.9092974268

Pro nalezeni funkéni hodnoty zadané funkce v daném bod¢ postupujeme nasledovné:
1. funkci nadefinujeme - jméno_funkce:=proménnd-> piedpis,
. funkci vyhodnoti jméno_funkce(bod).
Priklad 1.Vypoctete funkeni hodnotu funkce 7(x) =x* + 2x —5 v bodech X, =2,x,=-3.
> f:=x->x*"34+2*x-5;

f::x—>x3 +2x—5

> £(2);
;
> £(-3);
-38
> £(1.25);
~0.546875

Graf funkce jedné promenné

vvvvv

interval, na kterém chceme funkci vykreslit, bude vysledek zobrazen na intervalu (-10, 10).
Priklad 1. Nakreslete graf funkce 7(x)=3x —2.
> plot(3*x-2);
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Pro vykresleni funkce na daném intervalu pouzijeme piikaz plot(f,x =x.x;).

Priklad 2. Nakreslete graf funkce y=tanx,x € (-2m,2m).
> plot(tan(x) ,x=-2*Pi. . 2*Pi) ;
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Jestlize zadana funkce neni na zobrazovaném intervalu ohranic¢ena, projevi se nedostatky
programu v tom, ze pouzije piilis velky rozsah hodnot na ose y. Tento nedostatek Ize potlacit tim,
ze sami nastavime krome¢ rozzsahu na ose X i rozsah na ose .

> plot(tan(x) ,x=-2*Pi..2*%Pi,y=-2..2);



)
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Dalsi problém nastane, je-li funkce nespojita. V tomto piipad¢ zustavaji v grafu navic svislé cary.
Ty lze odstranit volbou discont = true -
> plot(tan(x) ,x=-2*Pi..2*Pi,y=-2..2,discont=true)
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V pripadé, ze chceme mit na osach stejné metitko, pouzijeme prikaz
plot(f, x =x,..x;, scaling = constrained). Srovnejte v nasledujicim prikladg.

Priklad 3. Nakreslete graf funkce y=cosx,x € (-2m,2n).
> plot(cos (x) ,x=-2*Pi..2*Pi) ;
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> plot(cos(x) ,x=-2*Pi..2*Pi,scaling=constrained) ;



Pomoci volby tickmarks=[m, n]ize nastavit pocet délicich bodd na osach x a y,tento pocet je
pouze priblizny, Maple sam osetii déleni intervalu, aby vypadalo "hezky". V ptipad¢, ze bychom
chtéli do obrazku umistit nadpis vztahujici se ke grafu funkce, pouzijeme volbu title=t, kde t
libovolny text ve dvojitych uvozovkach (tzv. retézec).

Dalsi skupina ptikazu se bude tykat tloust’ky, barvy a stylu éar. Tloustku ¢ary ménime pomoci
volby thickness=n, kde n je celé nezaporné ¢islo, defaultné je nastaveno thicness=0. Barvu ¢ary
ménime volbou color=nazev, nazvy jsou v angli¢iné, piednastaven je color=red. Styl ¢ary
ménime pomoci linestyle=t, kde t mtze byt solid, dot, dash, dashdot, longdash, spacedash,
spacedot. Defaultné je t solid. Styl ¢ary lze ménit také prifazenim cisla 1 az 7, ktera koresponduji
se zadanymi nazvy.Pokud chceme graf nakreslit pouze teckovang, pouzijeme nastaveni
style=point. Veskeré dalsi informace Ize nalézt v Helpu.

Priklad 4. Nakreslete graf funkce y=¢" x e (-3, 3) tak, aby graf byl naznacen pouze teckované a
mél zelenou barvu, na ose x bylo 5 délicich boda a na ose y4 a nadpis byl Exponencialni funkce..
> plot (exp(x) ,x=-3..3,color=green,style=point,
tickmarks=[5,4],title="Exponencialni funkce");
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Pro kresleni dvou a vice funkci do jednoho obrazku je potieba pouzit piikaz plot([f1,f2,...],

x=X0..x1).

Priklad 5.Nakreslete do jednoho obrazku grafy funkci , - i,y =¢ ¥, ato tak, aby prvni graf byl
X

modrou barvou a druhy zelenou, tlousttku ¢ar zvolte 2. Az graf nakreslite, upravte vhodné

méiitko na ose ya odstrante nespojitosti v grafu .
> plot([1l/x,exp(-x)],x=-5..5,color=[blue, green], thickness=2);
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Odstrante vsechny nedostatky v obrazku, tj. upravte vhodné méfitko na ose ya odstrarite
nespojitosti v grafu funkce, = 1
X

> plot([1l/x,exp(-x)],x=-5..5,y=-2..2,color=[blue, green],
thickness=2, discont=true) ;



2
Pozn. Graf funkce lze pouzit i pro odhad defini¢niho oboru funkce tak, ze zvolime velky rozsah
hodnot xa graf se vykresli pouze pro za x, pro ktera je funkce definovana.

Priklad 6. Urgete defini¢ni obor funkce y=x.
> plot(sgrt(x), x=-4..4);
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Limita funkci jedné proménné

Limitu Ize vypocitat pouzitim ptikazu 1imit(£, x=a, dir) , kdef je funkce, xje proménna, a
je bod, ve kterém limitu poc¢itame a dir je nepovinny parametr, pro limitu zprava je dir = right a
pro limitu zleva je dir = left. Pokud pouzijeme zapis Limit(£, x=a, dir) , Vypocet se

neprovede, jen se formaln¢ zapise.
Oboustranna limita

Priklad 1. Vypogtste limitu fjm <=3

x—=24 9’

> f:=(x-3)/(x"*2-9) ;

x—3
f=
x2—9

> limit (£,x=2) ;

Funkci 7(x) neni tieba definovat, ale lze psat ptimo:
> limit ((x-3)/(x*2-9) ,x=2);
1

5
Priklad 2. Zapiste a vypoctéte limitu liml(lnx +x% +3).



> Limit (1ln(x)+x*2+3,x=1)=1limit (1n(x)+x*2+3,x=1) ;
lim (In(x) +x* +3) =4

Piiklad 3. Zapiste a vypogtéte limitu 1j, 10X
x Doy

> Limit (ln(x)/x,x=infinity)=1imit (1n(x)/x,x=infinity) ;
. In(x)

lim ———==0

xX— oo X
V pripadé, ze limita neexistuje, lze ziskat dva typy vysledki:
. vyde interval, coz zfunkce v bliécilujinimi intervalu.
. "undefined"”, v tomto pipotit vy jednostrannyteréby hodnoty.
P¥iklad 4. Vypoctste limitu 1im sin—.

X

x—0
> limit(sin(1/x) ,x=0) ;
-1..1

Predstavu o tom, jak vypada graf funkce v okoli bodu x =0, ziskame pomoci obrazku.
> plot(sin(1l/x) ,x=-1..1);

)

Priklad 5. Vypo&tste limitu 1y, S0x+1
x—0 sinx

> limit ((sin(x)+1)/sin(x) ,x=0) ;
undefined

Pozor! V piipadé, ze vysledek limity je oo, - oo, pak limita dané funkce existuje, ale je nevlastni.



Priklad 6. Vypoctste limitu iy, <osx 1
x— 0 cosx — 1

> limit ((cos(x)+1)/ (cos(x)-1) ,x=0);

Priklad 7. Vypoctste limitu jjm L.

x— 0

> limit(1/x*2,x=0) ;

Jednostranné limity

V piipadé, ze nam Maple dava vysledek limity "undefined"”, vime, ze limita v daném bodé¢
neexistuje. Muzeme, ale spocitat tzv. jednostranné limity.

P¥iklad 1. Vypoctste limitu iy, Snx+1
x—0 sinx

> limit ((sin(x)+1) /sin(x) ,x=0) ;
undefined

> limit((sin(x)+1)/sin(x) ,x=0,right) ;

> limit ((sin(x)+1l) /sin(x) ,x=0,left);

2
Piiklad 2. Viypoctéte limitu  fim S|

xo>1t x—1 "

> limit (abs(x*2-1)/(x-1) ,x=1,right);

2
w7 T H H . |x2 - 1|
Priklad 3. Vypoctéte limitu  1im —
x—17 X
> limit (abs (x*2-1)/(x-1) ,x=1,1left);
-2
Priklad 4. Vypoctéte limitu 4, Ctgx
> limit(tan(x) ,x=Pi/2,left) ;
[}

V piipadé¢ funkci definovanych po ¢astech Ize jednostranné limity pocitat nasledovné.
Priklad 5. Naleznéte limity lim f(x) @ lim f(x).jestlize funkce 7(x) je definovana nasledovné
x— 3+ x—3-

x+1 3<x
=1,

x° — 1 otherwise.
> f:=piecewise (x>3,x+1,x*2-1);
x+1 3<x

V-1 otherwise

> limit (f,x=3,right);



> limit (f,x=3,1left);
8

Derivace funkci jedné proménné

Derivace funkci danych explicitné

Derivace funkci
Pro vypocet derivace mtizeme pouzit piikaz %f(x) =diff(£(x), x) -
Priklad 1. Vypoctéte derivaci funkce £(x) = In(1 + cosx ).
> f£:=1ln(l+cos(x));
f=In(cos(x) + 1)
> diff (£f,x);

___sin(x)
cos(x) + 1
Tyto dva kroky lze napsat jednim piikazem.
> diff(1n(l+cos(x)) ,x);
___sin(x)
cos(x) + 1

Vysledek, ktery takto ziskame, je vyraz
. Pokud chceme s vysledkem déle pracovat jako s funci,

je potieba pouzit jiného piikazu pro vypocet derivace, a to di f(x)=p(£)(x) .V tomto piipade
X

je potieba nejprve nadefinovat funkci £ jako funkci proménné » .
Priklad 2. Vypoctéte derivaci funkce 7(x) =1 + 5 cosx.
> f:=x->1+4+5*%cos (x) ;
f=x—1+ 5cos(x)
> D(f);

x— -5sin(x)
Symbolicky zapis pro derivaci je mozné ziskat pomoci prikazu dif(x) =Diff(£(x), x) -
-

pomoci tohoto piikazu se derivace nepocita, pouze se zapise.
Priklad 3.Zapiste symbolicky a vypoctéte derivaci funkce 7(x) =cosmx — sin2.x.
> f:=cos (Pi*x)-sin(2*x);
f:=cos(mx) — sin(2x)
> Diff (f,x)=diff (f,x) ;

% (cos(mx) —sin(2x)) = -sin(mx) © — 2 cos(2x)

Derivace vys§Sich rada
Pro vypocet druhych derivaci lze pouzit pfikazi dif£(£(x), x, x) nebo o(p(£))(x) .

Priklad 1. Vypoctste druhou derivaci funkce 7(x) =x* + 5+ —2x.
> diff (x*4+5*x*3-2*x ,x,Xx) ;

122% +30x
Priklad 2. Vypoctste druhou derivaci funkce £(x) =In(x* + 1).



> f:=x->1n(x"2+1) ;

f=x—>In(x* +1)
> D(D(f)) (u);

2 4.1

Sl ()
Derivaci vyssich radu zapisujeme struénéji pouziitim piikazti dif£(£(x), x$n) nebo
(peen) (£) (x) .
Priklad 3. Vypoctéte tieti derivaci funkce £(x) = xe?*.
> diff (x*exp (2*x) ,x$3) ;

126 + 8xe?*

Priklad 4. Vypoctste patou derivaci funkce 7(x) =x° + Inx.
> f:=x->x"6+1n(x) ;
7’::x—>x6 + In(x)

> (D@@5) (£f) (x);

720x + %

X

Priklad 5. Vypoctéte n-tou derivaci funkce 7(x) = Inx.
> diff (1n(x) ,x$n) ;
(-1 +x)! ~"hypergeom([1,1],[2 —n], 1 —x)
I'(2—n)

Priklad 6.Zapiste a vypoctéte druhou derivaci funkce f(y) = S
X

> f:=sin(x)/x;
sin(x)
X

fi=

> Diff (f,x$2)=diff (f,x,x);
& [ sin(x) j: _sin(x) _ 2cos(x) , 2sin(x)

a? x P o

X

Derivace funkci v daném bodeé

Jestlize mame vypocitat derivaci funkce v daném bodg, je potieba definovat derivaci jako funkci,
tzn. Ze pro vypocet derivace je potieba pouzit operatoru di f(x)=p(£)(x) -
X

Priklad 1. Vypoctste derivaci funkce f(x) =x* —3x* +2 v bod&x, =0,x, = 1.
> fi=x->x"4-3*x"242;

f:=x—>x4 —37 42
> D(f) (0);

> D(£) (1);
-2

Priklad 2. Vypoctéte druhou derivaci funkce £(x) = 2x3 Vv bodé x, =2.
x =1



> f:=x->x"3/(x*2-1);

3
=y —> X
f=x 2,
> (DRR2) (£f) (x) ;
6x 145° 4 8x°
S B o) N G
> (DQR2) (£) (2);
28
27

Inverzni funkce

Reseni vypoétem

P¥iklad 1. Je dana funkce y=sin(3x — 1) . Urcete interval, na kterém je funkce prosta, naleznéte
funkci inverzni a ob¢ funkce vykreslete do jednoho obrazku.

> solve (3*x-1=-Pi/2);

—%ﬂt+'%

> solve (3*x-1=Pi/2);

| 1
s "3

Funkce je prosta na intervalu <%_%% + %>
Urcime funkcei inverzni k dané funkci, opét pomoci piikazu solve(rovnice, promeénna),kde
proménna je v nasem piipadé X, protoze tu se snazime z rovnice vyjadrit.
> solve(sin(3*x-1)=y,x);
1
3
Nyni zakreslime ob¢ funkce a osu 1. a 3. kvadrantu do jednoho obrazku. K tomu potiebujeme
nacist balicek plots. Jesté pied vykreslenim je potieba v inverzni funkci zaménit proménné x a y.
> with (plots):
> pl:=plot(sin(3*x-1) ,x=1/3-Pi/6..1/3+Pi/6):
> p2:=plot(1/3+1/3*arcsin(x) ,x=-1..1,color=blue):
>
>

+ % arcsin(y)

p3:=plot(x,x=-1..1,color=green) :
display({pl,p2,p3},scaling=constrained) ;
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Reseni pomoci zabudované funkce

Pro nalezeni inverzni funkce k dané funkci je potieba nacit pomoci piikazu withbalic¢ek
Student[Calculusl], v tomto balicku je zabudovana funkce InversePlot(f(x), x = a..b), ktera do
jednoho obrazku vykresli zadanou funkci a k ni funkci inverzni.

Priklad 1. K funkci y=¢" naleznéte funkci inverzni.

Vzhledem k tomu, ze exponencialni funkce je prosta na celém svém defini¢nim oboru, miazeme
si zadat libovolny interval, na kterém funkci a funkci k ni inverzni zobrazime.

> with(Student[Calculusl]) :

> InversePlot (exp(x) ,x=-1..1);



The Inverse of

fx) = exp()
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Piiklad 2. K funkci =1 + arctg(3 x — 4 ) najdéte funkci inverzni.

POZOR! Funkce kosinus neni prosta na celém definicnim, pokud pouzijeme piikazu
InversePlot(f(x), x = a..b) bez spravného urceni intervalu, kde je zadana funkce prosta,
dostaneme sice vysledek, ale ten neni spravny.

> InversePlot (2-cos (2*x+1) ,x=-5..5);

The mwverse of f{x) |




The Inverse of
fix) = Z-cos(2*xtl)

4
|—f(xj The mwverse of f{x) |
Priklad 3. Najdéte funkci inverzni k funkci =/ 1 + ¢&~, danou funkci i funkci inverzni

vykreslete.
> plot(sqrt (l+exp (2*x))) ;
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Defini¢ni obor je r. Inverzni funkci ziskame pomoci piikazu solve.
> solve(sqgrt(l+exp(2*x))=y,x);

% In(-1 +y2)

Pokud si nechame vykreslit, jak vypada graf inverzni funkce zjistime, ze fesenim jsou dvé vétve
logaritmu, coz vsak vyhledem k pavodni funkci byt nemutze. V nasem piipadé je fesenim pouze
cast pro kladné hodnoty x.

> plot((1/2) *1n(-1+x"2)) ;



Pokud pouzijeme zabudovanou funkci, do problémi s druhou vétvi logaritmu se nedostaneme,
program sam tuto variantu osetii.
> InversePlot(sqgrt(l+exp(2*x)) ,x=-1..1);



The Inverse of

f2) = (1+exp(d*an 12
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The mwverse of f{x) |




