Pomiicka pro cviceni: 1. semestr Bc studia
Pribéh funkce - ruéni vypocet

1 Prubéh funkce

balicek: plots

Pri vySetrovani pribéhu funkce vyuzijte dosavadnich prikazt z Maple, které
znéte. Nové pifkazy budou postupné komentovany. ReSeni piikladu je komplexni
s maximalnim vyuzitim Maplovskych piikazt, pro vase potfeby by mélo jit
pouze o navod, jak lze postupovat.Priklad je zvolen tak, aby extrémy i inflexni
body nevychazely celoc¢iselné, takze takovy priklad neni v nasich moznostech

pocitat na hodiné.
V2 + 1
Priklad.Vysettete prubéh funkcef (z) = ﬁ +x .
12 —
> with(plots):
> fr=xxsqrt(x~2+1)/(2%xx72-1)+x;
f Va2 + 1 n
= ———+z
222 —1

1. Defini¢ni obor funkce.

V nasem pripadé jsou problematické kofeny jmenovatele. Pro feseni je vyu-
Zijeme pifkaz solve (rovnice, proménnd) . Pokud mdme pouze jednu proménnou,

neni ji potfeba zadavat.
> solve(2*x~2-1=0,x);

1/2v2, —1/2v2
2 2
Defini¢ni obor je tedy R — —g, g} .

2. Sudost, lichost funkce.

Pro ziskani predstavy o soumérnosti grafu je dobré zjistit, zda neni soumérna
podle osy y (resp. podle poc¢atku), tj. vySetfit, zda funkce neni sud4, resp. lich4.
Ovérit, zda je funkce sudéd (resp. lichd) miuZzeme bud vypocétem funkéni hodnoty
ve dvou bodech souérnych podle osy y, nebo dosazenim do funkéniho predpisu
za kazdé x hodnotu -z. Substituci lze provést pomoci subs (x = a,vyraz).

> eval (subs(x=-x,f));

xvr? +1
222 -1
Platiy (z) = —y (—z) , a tedy funkce je lichd, bude tudiZ soumérna podle
pocatku.
3. Priuseciky s osou x, znaménko funkce.
Uréime body, v nichz graf funkce protind osu z a zjistime intervaly, kde je
funkce nad osou a kde je pod osou.

> solve(£f=0);

— T



Jedinym nulovym bodem je 0. Dalsi body, v nichz funce méni znaménko,
jsou nulové body jmenovatele, tj. body—1/2v/2, 1/2v/2 .

Znaménko funkce budeme urcovat pomoci piikazu signum(x), kdex je al-
gebraicky vyraz, do néhoz potom pomoci substituce dosadime konkrétni ¢iselné
hodnoty.

> s:=signum(f);

222 -1

vz 4+ 1 )
et

§ = sz’gnum(

> eval(subs(x=1,s));

1
> eval(subs(x=0.5,s8));

-1
> eval(subs(x=-0.5,s8));

1
> eval(subs(x=-1,s));

-1

Z vysledku je zfejmé, Ze v intervalech—oo, —1/2 V2 a0, 1/2 V2 mé funkce
zaporné znaménko, tj. je pod osou z, na intervalech ma funkce kladné znaménko,
tj. je nad osou z.

4. Monoténnost, extrémy

Uréime tedy lokalni extrémy a intervaly monotonie dané funkce. Nejprve
vypocteme prvni derivaci, tu polozime rovnu nule a stanovime stacionarni body.

> df:=diff(f,x);
2+ 1 22 2222 +1
df = 5 + —4 5 +1
222 -1 2 +1(222-1) (222 —1)

> k:=[solve(df=0)];

k= [0,/RootOf (16_2" —16_7° —8_7* — 15, index = 1), —\/ RootOf (16_Z* —16_7* ~8_7* 15, index = 1)]
Protoze koreny rovnice nejsou celociselné, pouzijeme piikaz evalf pro jejich
numerické vycisleni.
> u:=evalf(%);
u = [0.0,1.250778158, —1.250778158|
Protoze potradi korent se nam méni s ohledem na aktudlni preklad, pouzijeme
prikaz sort, pomoci néhoz koreny vzestupné usporadame, coz nam umozni se
na né odkazovat.
> ul:=sort(u);
ul = [—1.250778158,0.0, 1.250778158]
Nulové body prvni derivace jsou tedy 1.250778158, 0., -1.250778158. Prvni

2
derivace neexistuje v bodech—1/2 V2, g , ty jsou vsak jiz vylouceny z defi-

ni¢niho oboru, navic by se jednalo o dvojnasobné koreny, takze v nich extrém
nemuze nastat. Stanovime znaménko prvni derivace v jednotlivych intervalech.



> sl:=signum(df);

) 2+ 1 x? 2vx2 + 1
s1 = signum + —4 +1
<2x2—1 221222 1) (222 1) )
> eval(subs(x=0.1,s1));
-1
> eval(subs(x=-0.1,s1));
-1
> eval(subs(x=1.26,s1));
1
> eval(subs(x=1.25,s1));
-1
> eval(subs(x=-1.25,s1));
-1
> eval(subs(x=-1.26,s1));
1

Ze znaménka prvni derivace je ziejmé, ze v nule nemize byt extrém. Toto
muzeme oveérit i pomoci vyssich derivaci.
> ddf:=diff(f,x,x);
2 + 1z 3 x? 322 + 1

x
ddf =3 ~12 — +32
/ 22 +1(222 - 1) 222-1° (2+1)%%@2a2-1) Va2 +1(222-1) (222 —1)°

> eval(subs(x=0,%));

0
Protoze hodnota druhé drivace v bodé 0 je rovna 0, nemiize v tomto bodé
nastat extrém. Provedeme vypocet treti derivace.
>  dddf:=diff (x*sqrt(x~2+1)/(2%x72-1)+x,x$3) ;

2 1 2 2 1 2 1 4 4
48 i +3 T Pl Al s P W Al S i +12 i

V2 +1(222 — 1) 22+ 1(222—1) (222 —1) 222 -1 (22+1)°%(222-1) (22 +1)*% (222 - 1)? "
> eval(subs(x=0,%));
—15
Protoze druha derivace je v bodé 0 rovna nule a tieti derivace je v tomto
bodé nenulova, je bod 0 inflexnim bodem.
Vypocteme funkéni hodnoty v dalsich nulovych bodech prvni derivace
> eval(subs(x=op(3,ul),f));
2.191634762
> eval(subs(x=op(1l,ul),f));
—2.191634762
V bodé (1.250778158,2.191634762) funkce nabyvé lokalniho minima a v bodé
(-1.250778158,-2.191634762) nabyva lokalniho maxima. Funkce je rostouci na
intervalech—oo, —1.250778158 a (1.250778158,00 ) a klesajici na intervalech—1.250778158, —1/2 /2



2 2
, (,g ,0), <O, g) al/2+/2, 1.250778158 . Pro kontrolu mizeme vykreslit

graf prvni derivace dané funkce.
> plot ((—4*x72-1+4%(1+x72) " (1/2) *x"4-4*x" 2% (1+x72) " (1/2) +(1+x72) " (1/2)) / ((2xx~2-1) "2

10

N

5. Inflexni body, intervaly konkavnosi a konvexnosti.
Z ni urcime inflexni body a intervaly, na nichz je funkce konvexni resp.
konkavni.

> ddf:=diff(f,x,x);

x x2 + 1z z3 x? 23Vr? + 1
ddf =3 —12 5 — 372 -8 5 +32 3
Va2 +1(222 1) 222 -1 (@2+1)*?(222-1) 22 +1(222 - 1) (222 — 1)
Nalezneme nulové body druhé derivace a body, v nichz neni druha derivace
definovana.

> solve(ddf=0);

0, 1/41/—10 — 2iv/15, —1/41/ =10 — 23v/15, 1/4\/ =10 4 2iV15, —1/41/—10 4 2iV15

Resenim rovnice—; je vreal pouze kofen nula. Druhd derivace neexistuje
x

2
v bodech—1/2 V2, £ , které jsou sice trojndsobnymi koreny jmenovatele, ale
které nepatii do definicniho oboru. Ur¢ime znaménka v jednotlivych intervalech.
> s2:=signum(ddf);

-3 +12 + , +8 —32
< VaZ £ 1(222 1) 222 -1 (2+1)?(222-1) 2+ 1(222—1)° (222 —1)°

> eval(subs(x=1/2,s82));

. T 2+ 1z z3 z3 z3 x2+1>
§2 = —signum

-1
> eval(subs(x=-1/2,82));



> eval(subs(x=1,s2));

> eval(subs(x=-1,s2));
-1
Uz z predchoziho vysSetfovani vime, Ze funkce ma jediny inflexni bod, a to
(0,0). Na intervalech—oo, —1/2+/2, 0, 1/2v/2
je funkce konkavnia na intervalech—1/2+v/2, 0, 1/2+/2, oo je funkce kon-
vexni. Ziskané vysledky porovname s grafem druhé derivace dané funkce.

>  plot (3*xx(10*x~2+8*x74+5) / ((1+x72) ~(3/2) *(2*%x~2-1)"3) ,x=-5..5,y=-10..10,discont=tr

10 —

6. Asymptoty funkce.

VySet¥ime nejprve asymptoty bez smérnice, kandidéty jsou piimka x=1,/2 V2
a piimka x=—1/2 V2.

> limit(f,x=sqrt(2)/2,right);

00

> limit(f,x=sqrt(2)/2,left);
—00

> limit(f,x=-sqrt(2)/2,right);
00

> limit(f,x=-sqrt(2)/2,left);
—00

Déle vysetieme asymptotu se smérniciy = kzx + g proz — oo .
> k:=limit(f/x,x=infinity);

k:=1
> q:=limit(f-x,x=infinity);



q:=1/2
Piimka y= z+ 1/2 je asymptotou se smérnici pro x jdouci do nekonecna.
Analogicky vySetrime ptipad pror — —oo.
> k:=limit(f/x,x=-infinity);

k=1
> q:=limit(f-x,x=-infinity);
q:=—1/2
Pfimka y= z -1/2 je asymptotou se smérnici prox — —oo.

7. Graf funkce.

> gl:=implicitplot([x=sqrt(2)/2,x=-sqrt(2)/2],x=-10..10,y=-10..10,grid=[10,10],thick
> g2:=plot(f,x=-10..10,y=-10..10,discont=true,grid=[10,10],thickness=3,color=blue):
> g3:=plot(x-1/2,x=-10..0,y=0..-10,grid=[10,10] ,thickness=2,color=green) :

> gd:=plot(x+1/2,x=0..10,y=0..10,grid=[10,10] ,thickness=2,color=red) :

i ﬁ)i§play({g1 ,82,83,g4},title="Graf funkce f(x)

Graf funkce f(x)
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