Laboratorni cvi€éeni - Linearni algebra

Pro praci na tomto laboratornim cvicéeni je nejprve potieba vyvolat balicek programi
LinearAlgebraurceny pro linearni algebru. Matici neoznacujte pismenem D, je pouzito jako
symbol pro derivaci.

Matice

Zapis matice

Zadat matici mtzeme nékolika zptasoby, my si ukazeme jen nekteré z nich. Pro zadavani
pouzijeme prikaz Matrix.Vice podrobnosti lze najit v Helpu, napt. v_

examples/LA _Syntax_Shortcuts.

1 2
Priklad 1. Napiste matici 4_| -5 0
1 -28

V tomto ptipadé pouzijeme zapis tvaru Matrix(m,n, seznam), kde mje pocet radka, nje pocet
sloupci dané matice a seznamje vycet prvka matice psany po radcich.

> restart;

> with (LinearAlgebra) :

> A:=Matrix(3,2,[1,2,-5,0,1,-28]);

12
A=-5 0
1 -28
u o - 1 -5 2
Priklad 2. Napiste matici g = .
2 0 -1

Jiny zpusob jak nadefinovat matici je vlozit do piikazu Matrix seznam, ktery obsahuje prvky
zapsané po fadcich.

> restart;

> with (LinearAlgebra) :

> B:=Matrix([[1,-5,2],[2,0,-111);

1 -5 2
2 0 -1

Priklad 3. Napiste nulovou matici tietiho fadu.
> C:=Matrix(3,3,0);
000
C:={000
000

Prvky matice lze definovat jako funkce dvou nezavisle proménnych. Za n¢ budou dosazeny
hodnoty fadkového a sloupcového indexu.Napf.
> £:=(1,3)->1/x*(i+]3);
1
xi +J

f=(i,j)—

> E:=Matrix(4,3,f);
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Prvky matice lze definovat libovolnym funkénim predpisem se dvéma promeénnymi.
> g:=(u,v)->u+v-1;
g=(uv)su+v—1
> X:=Matrix(3,3,q9)
123
X=[234
345

Matici Ize definovat také z levé listy pomoci palety Matrix.V tomto ptipadé mazeme navolit
pocet fadka a sloupca, typ matice, jakého typu maji byt prvky matice,... Poklepem na piikaz
Insert Matrix se nam pak zobrazi pozadovana matice, do které si miazeme doplnit chybéjici
prvky.
Priklad. Zadejte diagonalni matici, ktera je typu (2,3). Po zadani pozadavkt dostaneme:
> Matrix([[ m[1,1] , O , O 1,

[ 0, m[2,2] , O ]], shape=diagonal) ;
m oy 0 0

0 m

2,2 0

Fialoveé vysvicené prvky doplnime dle potieby.

Priklad. Vytvoite pomoci palety Matrix symetrickou matici M velikosti 30 s nahodné
vygenerovanymi prvky.

Vsimnéte si, ze u velkych matic se zobrazi pouze ukazatel s informaci o vlastnostech matice.

Poklepanim na n¢j dostanete tabulku, ktera umoziuje editovat prvky matice.
> restart;

> M:=LinearAlgebra:-RandomMatrix (30,30,
outputoptions=[shape=symmetric]) ;
30 x 30 Matrix
Data Type: anything

Storage: trzangularupper

Order: Fortran_order
Priklad. Zadejtepomoci palety Matrixjednotkovou matici tietiho radu.
> LinearAlgebra:-IdentityMatrix(3,3);
100
010
001



V dané matici je mozné piehazovat fadky a sloupce, vybirat podmatice apod.

Priklad. Z piedchozi matice M vyberte podmatici B, tvoienou fadky 5 az 7 a poslednimi ¢tyimi
sloupci.

> B:=M[5..7,-4..-1];

-50 71 -55 -19
B:=| -54 35 -46 20
17 25 19 -85
Priklad. Z predchozi matice M vyberte podmatici C, tvorenou piedposlednim radkem, 20.

radkem a fadky 2 az 5 a 19. az 21. sloupcem, 4. a 9. sloupcem.
> C:=M[[-2,20,2..5],[19..21,4,9]11;

29 -13 -89 88 -70 |
-85 58 -55 5 92
24 -44 76 -2 -80
29 91 41 -67 -59
91 5 -4 -14 30
-38 -97 -94 45 -44

Zaporné ¢islo znaci fadek nebo sloupec pocitany od konce, kladné ¢islo znaci fadek nebo sloupec
pocitany od zacatku.

Operace s maticemi

Pro s¢itani matic pouzijeme znaménko "+". Pro nasobeni matic pouzijeme znaménko "." (tecka
za vétou). Pro nasobeni matice konstantou pouzijeme znaménko "+ . Pro mocninu matice

pouzijeme znaménko "A". Pro nalezeni transponované matice pouzijeme piikaz Transpose nebo
IIA%TII-

2 -5 1 -57
Priklad 1. Jsou dany matice 4—| ¢ -1 ,B=| 4 2 1| C=
2 7 -3 -21
pokud to Ize, C+E, A-B, B-A, 3-E, c2,B% 4%, B".
Nejprve si dané matice nadefinujeme.
> restart;
> with (LinearAlgebra) :
> A:=Matrix(3,2,[2,-5,6,-1,2,7]1);
2 -5
A=|6 -1
2 7
> B:=Matrix(3,3,[1,-5,7,4,2,1,-3,-2,1]);
1 -5 7]
B=] 4 21
-3 -21
> C:=Matrix(2,3,[1,-1,8,2,5,-1]1);
1 -1 8]
2 5 -1

0 -638
4 -59

Vypodtste,

I -1 8
E=
25 -1

C:=




> E:=Matrix(2,3,[0,-6,8,4,-5,9]);

|o-638

- 4—59]
> C+E;

1 -7 16

I6 0 8
> A.B;

Error, (in LinearAlgebra:-Multiply) first matrix column dimension

(2) <> second matrix row dimension (3)
V tomto ptipadé dostaneme chybovou hlasku, ze matice nejsou stejného typu, tudiz se soucin

neprovede
> B.A;
-14 49
22 -15
-16 24
> 3*E;
0 -18 24
12 -15 27
> C*2;

Error, (in rtable/Power) exponentiation operation not defined for

non-square Matrices
Pokud neni matice ¢tvercova, dany vypocet se neprovede.

> B*2;
-40 -29 9
9 -18 31
-14 9 -22
> Transpose (A) ;
2 62|
-5 -17
> Transpose (B) ;
14 -3]
-5 -2
71 1
> BAST;
14 -3
-5 -2
71 1

POZOR! Nasobeni matic neni komutativni.



120 1 -12 2
Priklad 2.Jsou dany matice 4-| -4 3 -1 [B=| 3 1 -2 | Vypoctéte souciny 4BaBa.
1 4 2 -3 1 -1
> restart;
> with (LinearAlgebra) :
> A:=Matrix(3,3,[1,2,0,-4,3,-1,1,4,2]);
12 0
A=|-43 -1
14 2
> B:=Matrix([[ 1 , -12 , 2 ],
[3, 1, -2,
[-3,1, -111);
1 -12 2
B = 3 1 -2
-3 1 -1

(7 <10 -2

8 50 -13

[ 51 -26 16
-3 1 -5

Determinanty

V piipade, ze dana matice je ¢vercova, muzeme pocitat jeji determinant. Vypocet provedeme
pomoci prikazu Determinant(matice).

1 7 8 1 2 3
Priklad 1.Vypoctéte hodnotu determinantu matice 4—| -4 5 3|ag=| -2 -4 -6 |.
-8 -10 0 32 1

> restart;
> with (LinearAlgebra) :
> A:=Matrix(3,3,[1,7,8,-4,5,3,-8,-10,0]);

1 7 8
A=| -4 53
-8 -10 0
> Determinant (3) ;
502

> B:=Matrix(3,3,[1,2,3,-2,-4,-6,3,2,1]);



> Determinant (B) ;

V piipadg, ze chceme vypocitat determinant z matice, ktera neni ¢tvercova, dostaneme chybové
hlaseni.
> C:=Matrix(2,3,[-3,4,1,5,2,6]);

-3 41
[ 526

> Determinant (C) ;

Error, (in LinearAlgebra:-Determinant) invalid input:
LinearAlgebra:-Determinant expects its 1st argument, A, to be of type
Matrix (square) but received Matrix (2, 3, {(1, 1) = -3, (1, 2) = 4,
(L, 3) =1, (2, 1) =5, (2, 2) =2, (2, 3) = 6})

Soustavy linearnich rovnic

Reseni soustav pomoci pfikazu "solve" a "LinearSolve"

Pro feseni soustavy linearnich rovnic pouzivame v Maple piikaz solve. Teto piikaz nam vsak
vraci vysledek pouze v ptipadé, ze soustava ma prave jedno feseni, nebo jich ma nekonec¢né
mnoho.

Priklad 1.Najdéte reseni soustavy rovnic 2x+y, =0,
y—2z=3§,
x—y+ z=1
> restart;
> with (LinearAlgebra) :
> solve ({2*x+y=0,y-2*2z=8,x-y+z=1},{x,y,2});
[x: i,y: -5,z= —ﬁ}
2 2
Priklad 2.Najdéte reseni soustavy rovnic 2x+y =0,
y—2z=28,

-3x—2y+ z=-4.

> solve ({2*x+y=0,y-2*2z=8,-3*x-2*y+z=-4},{x,y,2});
{x=-4—2zy=8+2zz=z}

Reseni zavisi na jednom parametru, Maple si ho sam zvoli.

Priklad 3. Najdéte reseni soustavy rovnic 2x — y—z+ 3¢=1,

2x—y - 2t=4,
8x—4y+z—13¢=19,
6x—3y—z— t=9.
> solve ({2*x-y-z+3*t=1,2*x-y-2*t=4 ,8*x-4*y+z-13*t=19,
6*x—3*y—z—t=9},{x,y,z,t});
{t=t,x=x,y=2x—4—-2t,z=3+4+5¢}



Reseni zavisi na dvou parametrech, které si Maple zvoli.

Pokud soustava nema feseni, tak po "provedeni™ vypoctu nedostaneme zadnou chybovou hlasku,
ale ani se nam nezobrazi zadny vysledek.

Priklad 4.Najdéte feseni soustavy rovnic 2x+2y-z=1,

> solve ({2*x+2*y-z=1,2*x+y=0,y-z=4},{x,y,2});
Reseni jsme neziskali, tato soustava feseni nema.
Pro teseni soustav pouzivame také ptikaz LinearSolve(matice,pravé_strany ). V tomto piipade
je potieba chapat soustavu rovnic jako maticovou rovnici tvaru AX = b, kde A je matice
koeficientt dané soustavy, bje vektor pravych stran a X je vektor neznamych, ktery chceme urcit.
Priklad 5. Najdéte reseni soustavy x —2y+z=2,
x— y—z=1,
3x —5y+z=5.
> restart;
> with (LinearAlgebra) :
> A:=Matrix(3,3,[1,-2,1,1,-1,-1,3,-5,1]1);
1 -2 1
A=]1 -1 -1
3-5 1
Vektor pravych stran zadame prikazem Vector.Ptestoze piseme slozky vektoru do radku, Maple

s nimi pracuje jako se sloupcovym vektorem.
> b:=Vector([2,1,5]);

> X:=LinearSolve (A,Db) ;

Priklad 6. Najdéte feseni soustavy z prikladu 4.
> restart;
> with (LinearAlgebra) :
> A:=Matrix(3,3,[2,2,-1,2,1,0,0,1,-11);
22 -1
A={21 0
01 -1

> b:=Vector([1,0,4]);

S8
I
N



> X:=LinearSolve (A,Db) ;

Error, (in LinearAlgebra:-LinearSolve) inconsistent system

V tomto ptipadé se nam objevi chybova hlaska, ze systém nema feseni.

Gaussova a Jordanova eliminaéni metoda

Pti hledani feseni pomoci ptikazu solve a LinearSolve dostaneme "hotovy" vysledek z Maple,
aniz bychom vidéli jakoukoli upravu. Pii ru¢nich vypoctech pouzivame Gaussovu eliminaéni
metodu nebo Jordanovu metodu.

Pro vypocet Gaussovou elimina¢ni metodou v Maple Ize pouzit piikaz
GaussianElimination(matice). Prikaz prevede rozsirenou matici soustavy na horni
trojuhelnikovou matici. Chceme-li ziskat feseni, pouzijeme piikaz
BackwardSubstitute(upravena_matice). Dostaneme zapis feseni ve tvaru vektoru. Pro vypocet
Jordanovou metodou Ize pouzit ptikaz ReducedRowEchelonForm(matice),tento ptikaz prevede
matici na diagonalni s jednickami na diagonale. Pokud hledame teseni, opét napiseme rozsifenou
matici soustavy, po jeji upravé prikazem BackwardSubstitute(upravena_matice) dostaneme
resenti.

Priklad 1. Gaussovou elimina¢ni metodou a Jordanovou metodou feste soustavu

3x—y+ z =6,

2x -2z+1t=3,
Sx—y
— z+1t=9,
x—y
+3z—1t=3.
Napiseme si rozsifenou matici soustavy a provedeme vypocet.
> restart;
> with (LinearAlgebra) :

> A:=
Matrix(4,5,[3,-1,1,0,6,2,0,-2,1,3,5,-1,-1,1,9,1,-1,3,-1,3]1);
3 -1 1 06
A:=2O_213
5-1-1 19
1 -1 3 -13
> Bl:=GaussianElimination (A) ;
(3 -1 1 0 6 |
2 8
s |03 "3 1!
00 O 0
00 O 0

> X:=BackwardSubstitute (Bl) ;



B2

> B2:=ReducedRowEchelonForm(A) ;

3 1
7+_t2—7_t1
3 3
—7 +4—t2_?—tl
b
_4
1 3
10 -1 — —
2 2
3 3
= 1 -4 — -—
0 2 2
00 0 O O
00 0 0 O

Prikazem BackwardSubstitute(redukovana_matice)ziskame reseni soustavy.
> X:=BackwardSubstitute (B2) ;

2Ly
ﬂl+4t0——-m
X = 2 -2 2"
_10,
_10,

Priklad 2. Budeme hledat pomoci Gaussovy eliminac¢ni metody ieseni ptikladu 4 z piedchozi
kapitoly.

> C:=Matrix([[2,2,-1,1],[2,1,0,0],[0,1,-1,411);

22 -11

21 00

01 -14

C:

> GaussianElimination (C) ;
2 2 -1 1
0-1 1-1
0 0 0 3

~ v

Po uprave na schodovity tvar vidime, ze rozsifena matice soustavy ma vétsi hodnost, nez matice
soustavy, a tudiz reseni skutecn€ neexistuje.

Reseni soustav pomoci inverzni matice

Pomoci matice inverzni fesime soustavu pouze v piipadé, ze vime, ze soustava ma mit jediné
feseni.Nejprve si ukazeme, jak lze k dané matici nalézt matici inverzni. Pf¥ipomenime, ze inverzni
matice existuje pouze k regularni matici, tj. ke ctvercové matici, jejiz determinant je nenulovy.
Inverzni matici vyvolame piikazem MatrixInverse(jmeno_matice).



119
Priklad 1. K matici 4—|, 4 1 | naleznéte matici inverzni.
05 -5
> restart;
> with (LinearAlgebra) :
> A:=Matrix(3,3,[1,1,9,2,4,1,0,5,-5]);
11 9
A=124 1
05 -5
Prikazem Rank(jméno_matice) zjistime hodnost matice.
> Rank (A) ;
3

> Determinant (A) ;

75
Dana matice je regularni.
> B:=MatrixInverse (A) ;
L2 7
33 15
2 1 17
B=195 "75 75
2 1 2
15 15 75

To, ze jsou matice A a B navzajem inverzni, ovétime sou¢inem téchto matic. Vysledkem musi
byt matice jednotkova.
> A.B;

100
010
001

P¥iklad 2. Pomoci inverzni matice feste soustavu x + y— z=-2,
x—4y+2z=-1,
x— y+ z=0.
Zapiseme matici soustavy a vektor pravych stran.
> restart;
> with (LinearAlgebra) :
> A:=Matrix(3,3,[1,1,-1,1,-4,2,1,-1,1]);
11 -1
A=|1 -4 2
1 -1 1

> b:=Vector([-2,-1,0]);



Najdeme matici inverzni.
> Determinant (A) ;

-4
> A 1l:=MatrixInverse (A);

1 1]

—_ 0 -

2 2

1 1 3

Al=\ "4 "3 3

315

4 2 4

Matici inverzni vynasobime zleva (nasobeni matic neni komutativni) sloupec pravych stran a
ziskame teseni soustavy.
> X:=A 1.b;

Cramerovo pravidlo
Cramerovo pravidlo Ize pouzit jen v ptipadé, kdy je matice soustavy regularni, tj. je ctvercova a
jeji determinant je nenulovy.
Pti feseni postupujeme podle definice, tj. tu neznamou, kterou chceme ziskat, vypocteme jako
podil x = % , kde 4] je determinant, ktery vznikne z matice soustavy Anahradou i-tého
sloupce sloupcem koeficientt pravych stran.
Pti pouziti nastroja Maplu lze priklady tohoto typu fesit piepsanim i-tého sloupce v matici
soustavy sloupcem pravych stran.
Priklad 1. Pomoci Cramerova pravidla najdéte neznamé x, ,x,,x, systému:
x; + 3x2 + 5x3 +7x4= 12,
3x1 + 5x2 + 7x3 + x4=0,
5x1 + 7x2 + X3 + 3x4 =4,
Tx; + x, +3x; +5x,=16.
Nejprve najdeme feseni pro nezname x ax, bez substituce, neznamou x, pak vypocteme
substituci.
> restart;
> with (LinearAlgebra) :
> A:=Matrix(4,4,I[1,3,5,7,3,5,7,1,5,7,1,3,7,1,3,5]);
1357
3571
5713

7135
> B:=Matrix(4,1,[12,0,4,16]);



> xl:=
Determinant (Matrix(4,4,[12,3,5,7,0,5,7,1,4,7,1,3,16,1,3,5])) /Dete
rminant (4) ;
xl =1
> x2:=
Determinant (Matrix(4,4,[1,12,5,7,3,0,7,1,5,4,1,3,7,16,3,5])) /Dete
rminant (4) ;
x2:=-1
Nyni si matici A ulozime do pomocné matice P3.
Pozor! Nestaci zadat P3:=A. P3 je jen "piezdivka" pro A, takze zména P3 zméni i matici A.
> P3:=Matrix(A) ;
1357
3571
P3:=
5713
7135

Nasledujicim piikazem v matici P3 zaménime prvky ve tietim sloupci sloupcem pravych stran, tj.
matici B.
> P3[1..4,3]:=B;

Vypiseme A i P3, abychom se piesvédcili, jaké maji prvky.
> A, P3;

135713127

35710135 01

571357 43

7135071165
Maple pritadil prvku P3[1,3]=12, P3[2,3]=0, P3[3,3]=4 a P3[4,3]=16 ostatni prvky v matici P3
zastaly zachovany. Obdobné bychom mohli postupovat pii zamené radka, jednotlivych prvka
nebo celych casti matice. Vice viz Help Matrix and Vector Entry Selection a Matrix and

Vector Entry Assignment.
> x3:=Determinant (P3) /Determinant (2) ;

x3:=0
Vlastni €isla a vlastni vektory matice

Pro vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektori pouzijeme nasledujici piikazy:



CharacteristicMatrix(nazev_matice, A ), tento ptikaz nam napise charakteristickou matici, tj.
od prvku na hlavni diagonale odecte ¢islo A. Pro nalezeni charakteristického polynomu
pouzijeme piikaz CharacteristicPolynomial(nazev_matice, A ).Vlastni ¢isla najdeme pomoci
piikazu Eigenvalues(nazev_matice)a vlastni vektory prislusné vlastnim ¢islim dostaneme
pouzitim Eigenvectors(nazev_matice).
1 -1 1
Priklad 1. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice 4|1 | -1 |
2-10
V teseni pouzijeme vsechny prikazy, i kdyz by nam pro nalezeni vlastnich ¢isel a vektora stacil
pouze ten posledni.
> restart;
> with (LinearAlgebra) :
> A:=Matrix(3,[1,-1,1,1,1,-1,2,-1,0]);
1 -1 1
A=|1 1 -1
2-1 0
> CharacteristicMatrix (A,lambda) ;
A—1 1 -1
-1 =11
-2 1 A

> CharacteristicPolynomial (A,lambda) ;
2407 =207 -
Koteny charakteristického polynomu lze najit také pomoci piikazu solve.
> solve (%) ;
1,2, -1
> lambda:=Eigenvalues (A) ;

Ptikaz Eigenvectors nam vypise jak vlastni ¢isla, tak vlastni vektory. Vlastni vektory jsou
zapsané do matice, vektory piislusné k vlastnim cislam ¢teme po sloupcich.
> C,V:=Eigenvectors (A) ;

.
11 -—

2 5

C V.= 1,011
-1 5

11 1

Overime spravnost vysledku napt. pro prvni vlastni ¢islo. To mame ulozeno v C[1], k nému
prislusny vlastni vektor je prvni sloupec matice V, tj. V[1..3,1].
> C[1]1*V[1..3,1], A.V[1..3,1];



Pro nalezeni vlastnich vektori Ize pouzit i Eigenvectors(nazev_matice, output = ‘list"). Tento
piikaz vypise vlastni ¢islo i s jeho nasobnosti a prislusny vlastni vektor. S vyhodou se da vyuzit u
vicenasobnych vlastnich ¢isel, kdy predchozi ptikaz nékdy uvede nespravné nulové sloupce jako

vlastni vektory (viz nasledujici priklad).

4 -1 0

Priklad 2. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice g—|3 | -1 |

> restart;
> with (LinearAlgebra) :

> B:=Matrix([[4,-1,0],[3,1,-1],[1,0,1]])~

4 -1 0
B=|3 1-1
1 0 1

> Eigenvectors (B,output='list') ;

2,3,

—_— N

1 0 1

Resenim je trojnasobné vlastni ¢islo 1 =2 a k nému piislusny vektor je v ,3= |2

Pouziti téhoz prikazu bez volby output="list' da:
> Eigenvectors (B) ;

2 100
21,1200
2 100

,3



