Laboratorni cvi€eni - Integralni poéet v R

POZOR! Maple neuvadi ve vysledcich neurcitych integral integrac¢ni konstantu. Maple pocita
integraly v oboru komplexnich c¢isel.
Neurg¢ity integral
Neurcity integral zapiseme pomoci piikazu Int(f(x), x) , kde f(X)je integrovana funkce a x je
proménna podle které integrujeme. Neurcity integral vypocteme pomoci ptikazu
int(f(x), x) , Nebo pouzijeme ptikaz f/‘ dr Z listy Expression.Neurcity integral zadany pirikazem
Int(f(x), x) je mozné nasledovné vypocitat piikazem value.
Priklad 1. Viypoctste integral J (8 cosx — 4sinx) dx.
> Int(8*cos(x)-4*sin(x),x)=int(8*cos (x)-4*sin(x) ,x);

‘ (8 cos(x) — 4sin(x)) dx=8sin(x) + 4 cos(x)

Priklad 2. Vypoctéte integral Jx cosx dx.

Tento integral se fesi metodou per partes, Maple integral spocita, aniz bychom museli volit
funkce u(x) a v'(x) .
> Int(x*cos(x),x)=int(x*pos(x),x);

'x cos(x) dx = cos(x) + xsin(x)

Piiklad 3. Vypoctste integral J dx ,
1 — &% arcsinx
> Int(1/(sqgrt(1-x~2) *arcsin(x)) ,x)=
int(1/(sqrt(l—x“2)*arqsin(x)),x);
1
IJ1=4 arcsin(x)
Dany integral by se tesil substituci ¢= arcsinx. VSimnéte si, ze piredchozi vysledek je spravny
pouze na otevieném intervalu (o, 1) , na intervalu (-1,0) je spravny vysledek in(jarcsin(x)|).
Priklad 4. Vypogtste integral Jxe_xz .

dx = In(arcsin(x))

> Int (x*exp (-x*2) ,x)=int (x*exp (-x*2) ,x);
21
“xe dx = > e
Dany integral by se tesil substituci ¢=-x>.
Maple vyiesi i (pro nas) slozitéjsi integraly, ve kterych je potieba nejprve zavést substituci, a poté
fesit metodou per partes.
Priklad 5. Vypoctéte integral J xsin(x® + 1) e dx.

> Int(x*sin (x*2+1) *exp (-x"2) ,x)=int (x*sin (x*2+1) *exp (-x"2) ,x);



‘ 2
!xsin(x2 +1)e™ dx
)
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> simplify(rhs (%)) ;

1
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V piedchozim ptikaz rhs(rovnice) vrati pravou stranu rovnice. Obdobny je ptikaz lhs(rovnice).

Maple lIze pouzit i pro feseni integrala z racionaln¢é lomené funkce a dalsich funkci, které se resi
pomoci vhodnych substituci. Napft.

P¥iklad 6. Vypoctste integral J Zx+2 dx.
(x — 1)(x2 + 1)2

> Int ((2%x+2) / ((x-1)* (x*2+1) *2) ,x) =

int ((2*x+2) / ((x-1) * (x*2+1) *2) ,x) ;

2x+2 > dr=— ! — % ln(x2 + l) — arctan(x)
J =1 (% +1) X +1
+In(x —1)
Priklad 7. Vypoctste integraly | —9 { L xaresin(x)
2—cosx | yx +x 1=

> Int(l/(2—cos(x))(x)=int(1/(2—cos(x)),x);

|+ dx = % \/?arctan[tan(%x) \/?)

2 — cos(x)
Opét pozor na defini¢ni obory. Zatimco integrand je funkce definovana a spojita na celé realné
ose, vysledek je spravny jen na intervalu ( -z, x) nebo jiném intervalu, ktery z n¢j dostaneme

posunutim o celo¢iselny nasobek 2x. Globalni vzorec dostaneme tzv. slepovanim - viz skripta.
> Int(1l/ (sqrt(x)+root[4] (x)) ,x)=int(1/ (sqrt(x)+root[4d] (x)) ,hx);

dx = —21n(x1/4 —1) +21n(x1/4 +1) +In(x—1)

1
\/7+x1/4

—4x1/4+2\/7+1n(\/7—1) —1n(\/7+l)

> Int(x*arcsin(x)/sqrt(l—xAZ),x)=int(x*arcsin(x)/sqrt(l—x“2),x);
x arcsin(x)

)y 1 — ¥

Nekteré integraly vsak Maple neni schopen vyresit, piestoze bychom byli schopni odhadnout,
jakou substituci pouzit a priklad tak vyiesit. V takovém piipadé si pomtzeme nactenim balicku

dx=x — arcsin(x) y 1 — ¥



Student[Calculusl],ktery ma v sob¢ zabudované funkce Hint(napovéda, jakou apravu v
integrandu udg¢lat, aby se integrand zjednodusil) a Rule (aplikace piedchozi napovédy).

2x + !
Piiklad 8. Vypoctste integral 2/x o

(x2 + \/7)2 +1
> Int((2*x+1/ (2*sqrt (x) ))/ ((x*2+sgrt(x)) ~2+1) ,x)=
int ((2*x+1/ (2*sqrt(x)))/ ((x*2+sqgrt(x)) *2+1) ,x);
1
2\/27 dx =
(P +Jx) +1

2x +
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Reseni jsme sice obdrzeli, ale vysledek rozhodné nevypada tak, jak bychom ocekavali.
Vyuzijeme balicku Student[Calculusl].
> with (Student[Calculusl]) :
> Int((2*x+1/ (2*sqrt(x)))/ ((x*2+sqrt(x))*2+1) ,x);
: 1

2\/; dx
(xz—i-\/;)z-i-l

2x +

> Hint (%) ;

[change, x= uz, u]



Pripomenme, ze znak % slouzi v Maplu jako rychly odkaz na (¢asov¢) posledni vysledek, %%

je odkaz na predposledni vysledek, %%% je odkaz na piedpiedposledni vysledek atd.

V napoveds jsme obrzeli, ze mame pouzit substituci x = >

> Rule[%] (%%) ;
1
‘ 3
2J27 de= | = 4u5+12 »
(P +Jx) +1 Ju +2u +u +1

2x +

M

Po provedeni substituce se nam integrand "zjednodusi*. Dale mazeme postupovat obdobné. Vzdy
budeme stiidave aplikovat prikazy Hint a Rule, az integral vypocteme.
POZN.Maple si v substituci sam voli oznac¢eni novych proménnych.
> Hint (%) ;
[change, ul =u + u4, ul]
> Rule[%] (%%) ;
1
2\/2; dx = L 5 dul
(P+Vx) +1 it

2x +

> Hint (%) ;
[change, ul = tan(u2), u2]
> Rule[%] (%%) ;
1

2x +
N} dv= ]1 du2
(Z+Jx) +1 :
> Hint (%) ;
[ constant]
> Rule[%] (%%) ;
1
2x +
2\/2? dx=u2
(Z+Jx) +1
Vysledek integace dostaneme zpétnym dosazenim za jednotlivé proménné. V nasem piipadé je
‘ 1
2x +
2\/2; dx:arctan(x2 + \/?) +c.
(Z+Jx) +1

Resit dany integral mazeme také pomoci zabudované funkce IntTutor(f(x), x), ktera udéla
piedchozi vypocet, aniz bychom museli pouzivat piikazt Hint a Rule, a navic se po substitucich
vrati k pavodni proménné. Pri jejim pouziti ale ztracime moznost vidét jaké substituce (resp.
upravy) byly provedeny. Pred pouzitim této funkce je potieba vyvolat balicek
Student[Calculusl].

> IntTutor ((2*x+1/ (2*sqrt(x)))/ ((x*2+sqgrt(x))*2+1) ,x) ;



1

2\/27 dx:arctan(x2 +\/7)
(Z+Jx) +1

2x+

Uréity integral
Urcity integral zapiseme pomoci piikazu Int(f(x),x =a.b) , kde f(x)je integrovana funkce a a, b
jsou integracni meze. Urcity integral vypocteme pomoci ptikazu

b
int(f(x),x=a.b) , NeDO pouzijeme piikaz J 7 dv Z listy Expression.

a
1

Priklad 1. Vypogctéte integral J &

0 N C+1 —x
> Int(1/(sqrt(x*2+1)-x) ,x=0..1)=int(1/ (sqrt(x*2+1)-x) ,x=0..1);
V2 == ({2 —1)

1 1
+ 2 2

1
40\/x2+1—x 2

Priklad 2. Vypoctéte integral J 10 4
0 2cosx + 3
> Int(10/ (2*cos (x)+3) ,x=0..Pi/2)=int (10/ (2*cos(x)+3), x = 0
(1/2) *Pi) ;
1
2 10 1
»’O mdx=4arctan(;ﬁ)ﬁ
Jestlize Maple neumi dany integral vypocitat, opise zadani. V tomto ptipad¢ je potieba piiklad
vyiesit numericky pomoci piikazu evalf(Int(f(x), x=a..b)).
Maple pouzije vestavénou numerickou metodu, kterou si sam zvoli (velmi presnou).
12
Priklad 3. Vypoctéte integral J P gy
0
> Int(exp(x*2/(x”2+1)),x=0..1)=int (exp (x"2/ (x”2+1)) ,x=0..1);
12 12

e#+1M:Je#+1&
Y0 0

>

Int (exp (x*2/ (x*2+1)) ,x=0..1)=evalf (int (exp (x*2/ (x*2+1)) ,x=0..1)) ;

1 x2

o1

dx=1.255621168

0
Pti vypoctech se mizeme setkat jesté s dalsimi problémy, napt. pokud nezadame podminku pro
konstantu, kterou v integrandu pouzijeme, mazeme obdrzet nasledujici vysledek.



1
Piiklad 4. Vypoctste integral J o dx.
0
Nejprve si uvédomme, ze vysledek bude zaviset na hodnoté n.Abychom si o ném ud¢lali
spravnou predstavu, najdeme nejprve primitivni funkci k funkci 7(x) ="
> Int(x*n,x)=int (x*n,x) ;
< +1
n—+1
> Int(x”*n,x=0..1)=int(x*n,x=0..1);
. n+1
n ] (XE’%]J'_ ’ ) !
[x dx =
o n+1
Je potieba si uvédomit, ze vysledek, ktery jsme obdrzeli plati pouze pro » =-1. Vysledek
muzeme zjednodusit, pokud pouzijeme podminku pro n.
> assume (n>-1) ;
> Int(x”*n,x=0..1)=int(x*n,x=0..1);
1
X dx=
0
Oznaceni »n~ znamena, ze 0 » byl u¢inén n¢jaky predpoklad.
> assume (n<-1) ;
> Int(x*n,x=0..1)=int (x*n,x=0..1);
1
K dx= o
0

[x” dx =

1

1
n~—+1

Jde o nevlastni divergentni integral.
Nevlastni integral

Nevlastni integral se v Maple pocita stejn¢ jako urcity. V piipadé, ze Maple opisuje zadani, je
opét potieba pouzit numerického feseni pomoci piikazu evalf.
Integral na neohraniéeném intervalu

Priklad 1. Vypoétste integral J %dx,

I X

> Int(2/x73,x=1..infinity)=int(2/x73,x=1..infinity);
! % dx=1
R X
1
Dany integral Ize vypocitat z definice nevlastniho integralu, a to limitou.
> Int(2/x7*3,x=1..infinity)=
Limit (int(2/x"3,x=1..t) ,t=+infinity) ;
Warning, unable to determine if 0 is between 1 and t; try to use

assumptions or use the AllSolutions option

o t
%dx=lim J%dx
J, X {— o X

1
Predchozi varovani znamena, ze Maple neni schopen spocitat hodnotu urcitého integralu s horni




mezi ; bez informace o ;. VVolba AllSolutions zpusobi, ze se vypise vysledek v zavislosti na ¢ .
> Int(2/x*3,x=1..infinity)=
Limit (int(2/x*3,x=1..t, AllSolutions) , t=+infinity);
undefined t <0
- t=0

el

%(Lx= lim )
X (= -1+t
t2

1 0<t
Pro vycisleni limity na praveé strané pouzijeme piikaz value (rhs(%)) , value provede
vyhodnoceni celého piedchoziho zapisu, piikaz rhs(right hand side) pouze preda pravou stranu
predchozi rovnice.
> value(rhs (%)) ;

1

Integrovanou funkci si pro lepsi predstavu mazeme vykreslit.
> plot(2/x73,x=1..infinity) ;

X

Pozor! M¢titko na ose x predchoziho obrazku neni linearni, koncovy bod odpovida nekonec¢nu.
Obrazek je tudiz ponékud zavadeéjici.

Integral z neohraniéené funkce
2

Priklad 1. Vypoctste integrélj e
0

- X




Funkce je ziejm¢ neohranicena, a to v bodé x =2, pro lepsi predstavu si nakreslime jeji graf.
> plot(1l/(2-x) ,x=0..2);

2000

2000

1000

> Int(1/(2-x) ,x=0..2)=int(1/(2-x) ,x=0..2);

’ > 1—x dx= o
0

Nyni vypocet opét provedeme z definice pomoci limity.

> Int(l/(2-x),x=0..2)=Limit (int(1/ (2-x),x=0..t),t=2,left);

Warning, unable to determine if 2 is between 0 and t; try to use

assumptions or use the AllSolutions option
2

t
I dx= lim L dx
2 —x (=2 2—x
0 0

Predchozi varovani znamena, ze Maple neni schopen spocitat hodnotu urcitého integralu s horni
mezi ; bez informace o . Volba AllSolutions zpusobi, ze se vypise vysledek v zavislosti na ¢ .
> Int(1/(2-x) ,x=0..2)=Limit(int(1/(2-x) ,x=0..¢t,

AllSolutions) ,t=2,left) ;

In(2) —In(2 —¢) t<0

2 . n(2) +In—In(t —2) <2
dx= lim

0 2—x t—2° © t=2

undefined 2<t



> value(rhs (%)) ;

Aplikace

Délka kFivky
Obecny vzorec pro vypocet délky kiivky je ArcLength(f(x),x=a..b), pokud je kiivka zadana
parametricky, provede se vypocet pomoci ptikazu ArcLength([f(x), g(X)], x=a..b).
> with(Student[Calculusl]) :
> Arclength (f (x) ,x=a..b);

b

([ yre

a

> Arclength([f(x), g(x)], x=a..b);
b

J/[%f(x)j2+ (%g(x))z ar

a

Priklad 1.Vypoctéte délku oblouku paraboly y=x%0 <x <3.
> ArclLength (x*2, x=0..3,output=integral) ;

3
I N 4x2 + 1 dx
0

> ArcLength (x*2, x=0..3);

3 /37— Lin(c6+y37)

2 4
> ArcLength (x*2, x=0..3,output=plot)



X

—flz)

2
g(x) = [i4 [iﬂxj] —— | gls) s

ki
The arc length off () = # on the mterval [0, 3]. The coordinate system
is cartesian

Priklad 2. Urcete délku oblouku rovinné kiivky x=a(¢ —sint),y=a(1 — cost),a > 0.
> assume (a>0) ;
> ArcLength([a* (t-sin(t)) ,a*(1-cos(t))],
t=0..2*Pi,output=integral) ;
2n
[ a~\/ 1 —2cos(t) + cos(t)2 + sin(¢)
‘0
> ArcLength([a* (t-sin(t)) ,a*(l-cos(t))], t=0..2*Pi);
8a~

Predchozi kiivka je tzv. cykloida. Nakreslime si ji napt. pro 4=2 .
> a:=2;

2 at

a:=2
> plot([a*(t-sin(t)) ,a*(l-cos(t)), t=0..2*Pi]);



Objem rotaéniho télesa

Obecny vzorec pro vypocet objemu rotacniho télesa je v ptipadé, ze kiivocary obdélnik, jehoz
rotaci vznikne té€leso, ohranicen jedinou funkci f(x),

VolumeOfRevolution(f(x), x=a..b), v ptipadé dvou funkci je obecny vzorec
VolumeOfRevolution(f(x),g(x), x=a..b).

> with(Student[Calculusl]):

> VolumeOfRevolution(f(x), x=a..b);
b

| mr?ax

2
> VolumeOfRevolution (f(x) ,g(x), x=a..b);

b
| mlre? - g7 as
2

Priklad 1.Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci obrazce omezeného kiivkami
1

y=—2,x=—l,x= 1.
1 +x

> VolumeOfRevolution(1l/ (1+x”2) ,x=-1..1,output=integral) ;
1

! .
L P+
> VolumeOfRevolution (1l/ (1+x*2) ,x=-1..1);



1 2 1
4n+2n

> VolumeOfRevolution(1l/ (1+x*2) ,x=-1..1,output=plot);
The Volume of Eevolution Around the Honzontal Axs of
fiz) = 1i{x"32+1)
oty the Intetval [-1, 1]

> VolumeOfRevolution(1l/ (1+x*2) ,x=-1..1,output=animation) ;



The Volume of Revolution Around the Horizontal Axs of
=) = L+
oty the Intetrval [-1, 1]

Priklad 2.Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci obrazce omezeného kiivkami
y2 :x,y:xz,y > 0.
> solve (sqrt(x)=x"2);
0,1
> VolumeOfRevolution (sqrt(x) ,x*2,x=0..1,output=integral) ;

1
[n|—x+x4|dx
0

> VolumeOfRevolution (sqrt(x) ,x*2,x=0..1);
3
0"
> VolumeOfRevolution (sqrt(x) ,x*2,x=0..1,output=animation) ;



The Volume of Hevolution Around the Horizontal Axis Between
fiz) = =172
atud
gl ==z
on the Interval [0, 1]

Obsah plasté rotaéniho télesa

Obsah plasté télesa vypocteme pomoci prikazu SurfaceOfRevolution(f(x), x=a..b).
> with (Student[Calculusl]):

> SurfaceOfRevolution(f(x), x=a..b);

b
2
szf(xn/[%ﬂx)) +1dr
2

Priklad. Vypoctéte obsah plaste télesa, které vznikne rotaci kiivky 7(x) =4 + x,x € (-4,2).
> SurfaceOfRevolution (4+x,x=-4..2);

362

> SurfaceOfRevolution (4+x,x=-4..2,output=integral) ;
2

J 21 (4 +x)2 dx

-4

> SurfaceOfRevolution (4+x,x=-4..2,output=plot) ;



The Sutface of Rewolution Around the Hotizontal Axs of
20 = 44
oty the Intetval [-4, 2]

Ulohu lze tesit i interaktivng:
> SurfaceOfRevolutionTutor (4+x,x=-4..2) ;



>
Numerické metody

Pro numerické vypocty integralt pouzijeme zabudovanych funkci. Nejprve nacteme balicek
Student[Calculus1].V tomto bali¢cku je mozné vyvolat piikazem
RiemannSum(f(x),x=a..b,opt) jednu z metod pro piiblizny vypocet integralu (obdélnikova
metoda). Tato metoda rozd¢li dany interval na 10 podintervalt (pokud nezvolime jiné déleni) a v

kazdém podintervalu vypocte funkeni hodnotu ve vybraném bod¢ (viz napovéda), poté vypocte
N

obsah obrazce ohraniceného grafem funkce podle vzorce 5= zf<xl* ) (x;—x,_,)- Volbou
i=1

parametru opt mazeme vystup ziskat jako animaci nebo obrazek.
2
Piiklad 1. Vypoctste J Peosxdr.

-2
> with(Student[Calculusl]):
> RiemannSum (x*2*cos(x), x=-2..2, output = animation);



An Approxmation of the Integral of
i) = x"d*cos(
oty the Intetrval [-2, 2]
Usitig a Midpoitnt Fiematin Sum
Atrea: 3TER01ZEE0

Vs 05 AN
s - B
-2 -1 0] 1 y
] x
-0.3 .
-1 _:
-15
-2 _:
Partitiotiz: 10
fiz)

Poklepanim na obrazek se dostaneme do menu pro spusténi animace. Je vhodné animaci
zpomalit, napt. navolit FPS=1.
> RiemannSum (x*2*cos(x), x=-2..2, output = plot);



An Approxmation of the Integral of
i) = x"d*cos(
oty the Intetrval [-2, 2]
Usitig a Midpoitnt Fiematin Sum
Atrea: 3TER01ZEE0

/ 0.5 — '\\
[ 1 - H
-2 -1 0] 1 y
i x
-0.3 .
-1 _:
-15
-2 _:
Partitiotiz: 10
fz)

Dale muzeme pro piiblizny vypocet integralu pouzit piikaz Approximatelnt(f(x),x=a..b,opt).
> ApproximateInt (x*2*cos (x),
x=-2..2,method=trapezoid,output=plot,partition=10) ;



An Approxmation of the Integral of
i) = x"d*cos(
oty the Intetrval [-2, 2]
Usitig the Trapezoid Fule
Atrea 1664102154

05 -
I I
-2 -1 07 1 3
: x
_|:|j -
-1 4
-15 ]
-7

Partitiotiz: 10

fiz)

> ApproximateInt (x*2*cos (x),
x=-2. .2 ,method=simpson,output=plot,partition=4) ;



An Approxmation of the Integral of
i) = x"d*cos(
oty the Intetrval [-2, 2]
Using Sittpson's Fule
Area: 3100752144

0.

1
| 8]
1
—_
=

1
—_
bl

-0.5

-15

Partitionis: 4

fiz)

Vsimnéte si, ze kdyz v predchozim piikazu zvysite parametr partitionna 6 nebo vice, témef
nevidite pouhym okem rozdil mezi zadanou funkci a jeji aproximaci kubickymi kiivkami.

> S:=Int(x*2*cos(x), x=-2..2);

S = xzcos(x) x

> ApproximateInt(S);
ﬁcos(i) + ﬂcos[lj + icos(l) + 36 cos(%j

> evalf (%) ;
0.3789012829
> int(x*2*cos(x), x=-2..2);
4sin(2) + 8cos(2)
> evalf (%) ;
0.308015015
Vsimnéte si rozdilnych pribliznych hodnot daného integralu.

Pokud nastavime parametr opt na plot, dostaneme nahradu integralu pomoci obdéInikové metody.



Dalsi podrobnosti viz napovéda Student[Calculusl][Approximatelnt].
> ApproximateInt (S,output=plot) ;

An Approxmation of the Integral of
i) = x"d*cos(x)
oty the Intetrval [-2, 2]
Ugzitiz a Midpoint Fietharn Sum
Arear JTERO1ZEIN

/ (1] —: \
[ 1 - H
-2 -1 0] 1 3
] X
-0.3 .
-1 _:
-15
-7
Partitiotiz: 10
fz)

Pro numericky vypocet integrald mizeme také pouzit interaktivni tutor, ktery otevieme z horni
listy Tools-Tutor-Calculus-single variable-Approximate Integration.Po otevieni dostaneme
okno, do kterého si mizeme zapsat danou funkci, interval a vybrat si jednu z nabizenych
numerickych metod, pro nas pripada v ivahu Riemann rule(jako obdélnikova metoda, Ize ale
volit z vice moznosti, jak vybrat reprezentanty dilka déleni), Trapeziodal rule(lichobéznikova
metoda) nebo Simpson's rule (Simpsonova metoda).

> Student[Calculusl] [ApproximateIntTutor] (x*2*cos (x), x=-2..2);



V tomto ptipadé byla vybrana lichobéznikova metoda.
> Student[Calculusl] [ApproximateIntTutor] (x*2*cos(x), x=-2..2);



V tomto piipadé¢ bylo vybrano Simpsonovo pravidlo.



