Pomiicka pro cviceni: 2. semestr Bc studia
Numerické feseni integralu-funkce dana tabelovanymi hodnotami,
funkce dana analyticky

1 LC - numerické reSeni integralu - rozsireni

Pro numericky vypocet urcitého integralu, kdy integrand je zadéan analyticky,
lze pouzit standardni piikaz int a ndsledné (pokud Maple neumi najit presny
vysledek) piikaz evalf. Maple si sdm zvoli vhodnou numerickou metodu (je
pouzita hybridn{ symbolicko-numerické strategie). Je vSak mozné zadat pomoci
voleb prikazu int konkrétni metodu, presnost atd. Detaily vizevalf,int.Jedna se
o sofistikované profesionalni metody, které nejsou obsahem zakladniho kurzu.
Tento postup je vhodny pri feSeni naro¢nych redlnych tloh, kdy jde zejména o
rychlost a presnost.

Pro pochopeni numerickych metod pro vypocet urcitého integralu, které se
probiraji v zakladnim kurzu, je mozné pouzit balicek, ktery ndm umozni mimo
jiné graficky vystup a animaci.

V tomto pripadé je potfeba nacist balicek Student[Calculusl] a v ném
pouzit prikaz

Approximate Int(f(x), x=a..b, opts), kde f(x) je dana funkce, ‘<,>* (a,b)
je interval, na kterém feSeni hledame, a opts jsou dalsi parametry vystupu feseni
(boxoptions, functionoptions, iterations, method, outline, output, partition, par-
titiontype, pointoptions, refinement, showarea, showfunction, showpoints, sub-
partition, title, view).

Piikazem functionoptions =list(list je seznam tykajici se zobrazeni funkce
f(z) je mozné minit zobrazeni funkce f(x). Interné je nastaveno zobrazeni
plnou cervenou ¢arou.

Piikazem iterations =posint (posint je kladné ¢islo) ménime pocet zobra-
zeni v animaci, interné je nastavena sekvence Sesti obrazku.

Prikazem method =lower, upper, left, midpoint, right, trapezoid,
simpson, random nastavujeme aproximujici metodu. Pokud nezaddme zadnou
metodu, aproximace se provede metodou midpoint).

V Helpu je mozné nalézt dalsi numerické metody.

random

integralni soucet s ndhodné vybranymi reprezentanty v kazdém intervalu

left

integralni soucet s levymi krajnimi body jako reprezentanty (levd obdélni-
kova metoda)

midpoint

integrdlni soucet, kde jako reprezentanty pouzijeme stredy jednotlivych in-
tervala

right



integralni soucet s pravymi krajnimi body jako reprezentanty (prava obdél-
nikovd metoda)

trapezoid

lichobéznikova metoda

simpson

Simpsonova metoda

P1i pouziti output =walue, sum,plot nebo animation dostaneme vystup
ve formeé ¢iselné hodnoty, sumy, grafu a animace. Pokud nezaddme zadny output,
je vystupem ciselnd hodnota.

Nastavenim partition =posint (posint je kladné ¢islo) urc¢ime pocet podin-
tervald, na které interval ‘<,>¢ (a, b) rozdélime. V Maple je interné nastaveno
10 podintervala. POZOR! Dle je nutné pouzit prikaz partitiontype=normal,
jinak budeme u lichobéznikové a Simpsonovy metody pracovat s dvojnadsobnym
poctem intervalil, protoze program ma4 implicitné nastaveno, ze podle dané me-
tody jednotlivé podintervaly déli na dalsi 2 nebo 3.

Piikazem pointoptions =list (list je seznam tykajici se zobrazeni délicich
bodu (di;x) [i], f ((%I) [z]) ) je mozné ménit zobrazeni délicich bodu. Im-
plicitné je nastaveno, ze tyto body jsou zobrazeny zelenou barvou a maji tvar
krouzku.

Prikazem title =anything zaddme libovolny nazev obrazku. Implicitni nazev
zavisi na metodé pouzité k nalezeni aproximace. Dalsi informace o specifikaci
nazvu vizplot /typesetting.

Prikaz view =[DEFAULT or numeric..numeric, DEFAULT or numeric..numeric]
zobrazi (vytez) vysledného obrazku.

2 Fyzikalni aplikace - numerické reseni

Pr. Kyvadlo délky L ma maximalni vychylku 8y. Pouzitim Newtonova druhého
pohybového zakona bylo odvozeno, ze perioda T kyvu kyvadla je ddna vztahem

T4 £/2d—~’ﬂ’
g9 Jo 1— k2sin?z

kdek = 1/2 (sin) 6y a ¢ je tthové zrychleni. Pouzitim Simpsonova pravidla
(volte n=10) urcete délku periody T, jestlize L = m a 6y = 42°.

> with(Student[Calculusl]):
Nejprve nadefinujeme proménnél, 6y a k, g budeme volit rovno 9,81&125.

> L:=1;

> theta:=42xPi/180;



> k:=sin(theta/2);

k := sin lﬂ
60

g = 9.81
Pokusime se najit hodnotu 7" bez numerické integrace.
> T:=4xsqrt(L/g)*int (1/sqrt (1-k"2*sin(x)~2), x=0..Pi/2);

> g:=9.81;

T := 1.277101714 EllipticK (sin <% 7r>>

Maple ndm dava vysledek ve tvaru eliptického integralu.
Pouzijeme tedy numerickych metod k feSeni dané ulohy. Nejprve si ne-
chdme vykreslit funkci f(z) 2z integrandu. Pro lepsi pfedstavu o jejim
prubéhu budeme volit na oséch stejnd méritka (toho docilime piikazem sca-
ling=constrained), déle na ose z zvolime délici body jako ndsobky1/8 7 (toho
docilime piikazem tickmarks = (spacing (Pi/8), default).

> fi=x->4xsqrt(L/g)*1/sqrt(1-k~2*sin(x) ~2);

f::yc»—)él\/Z 1
9\ /1 = k2 (sin (z))?

> plot(f(x),x=0..Pi/2,y=0..1.4,tickmarks = [spacing(Pi/8), default],
scaling=constrained) ;
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Prikazem Approximatelnt nechame spocitat hodnotu integralu numericky.
> ApproximatelInt(f(x),x=0..Pi/2);
2.075588702
> ApproximatelInt(f(x),x=0..Pi/2,output=sum) ;



-1

9 2
7
1/207 > 1277101714 | 4/1 - (sin (@ w)) (sin (1/20 (i 4 1/2)7))>
i=0
Déle si znézornime pomoci Approximatelnt integrovanou oblast. Nenastavime
zéddnou z numerickych metod, takze Maple pouzije metodu midpoint. Vystup
zobrazime nejprve jako obrazek a pak jako animaci.
> ApproximateInt(f(x),x=0..Pi/2,tickmarks = [spacing(Pi/8), default],
scaling=constrained, output=plot) ;
An Approximation of the Integral of
f(x) = 1.2771017 14/(1-sin(7/60%Pi)*2*sin(x)"2)"(1/2)
on the Interval [0, 1/2*Pi]

Using a Midpoint Riemann Sum
Area: 2.075588704
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> ApproximatelInt (f(x),x=0..Pi/2,tickmarks = [spacing(Pi/8), default],
scaling=constrained,output=animation);

An Approximation of the Integral of
f(x) = 1.277101714/(1-sin(7/60*Pi)"2*sin(x)"2)"(1/2)
on the Interval [0, 1/2*Pi]
Using a Midpoint Riemann Sum
Area: 2.075588704
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Nebudeme-li ménit pocet délicich intervalii (je jich nastaveno deset), lze pro
vypocet pouzit i Simpsonovy metody. Integrovanou oblast také znazornime.

> ApproximatelInt(f(x),x=0..Pi/2,method=simpson,partitiontype=normal) ;

2.075588704
> ApproximateInt(f(x),x=0..Pi/2,method=simpson,partitiontype=normal,
tickmarks = [spacing(Pi/8), default],scaling=constrained,output=plot);

An Approximation of the Integral of
f(x) = 1.277101714/(1-sin(7/60*Pi)"2*sin(x)"2)"(1/2)
on the Interval [0, 1/2*Pi]
Using Simpson's Rule
Area: 2.075588703
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Pro srovnani lze pouzit i lichobéznikové metody.
> ApproximateInt(f(x),x=0..Pi/2,method=trapezoid,partitiontype=normal);

2.075588703
> ApproximatelInt(f(x),x=0..Pi/2,method=trapezoid,partitiontype=normal,
tickmarks = [spacing(Pi/8), default],scaling=constrained,output=plot);



An Approximation of the Integral of
f(x) = 1.277101714/(1-sin(7/60*Pi)"2*sin(x)"2)"(1/2)
on the Interval [0, 1/2*Pi]
Using the Trapezoid Rule
Area: 2.075588703
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Miuzeme pouzit také obdélnikovou metodu s ndhodné generovanymi zastupci
v jednotlivych intervalech. Zde musime vzit v tvahu, ze po kazdém spusténi
programu se ndm nahodné vygeneruji jiné body, takze hodnota integrdalu bude
pokazdé jind (nebo musime nastavit vychozi hodnotu generatoru).

> ApproximatelInt(f(x),x=0..Pi/2,method=random) ;

2.075853850
> ApproximateInt(f(x),x=0..Pi/2,method=random,tickmarks = [spacing(Pi/8),
default] ,scaling=constrained, output=plot);

An Approximation of the Integral of
f(x) = 1.277101714/(1-sin(7/60*Pi)"2*sin(x)"2)"(1/2)
on the Interval [0, 1/2*Pi]
Using a Riemann Sum with Randomly Selected Points
Area: 2.075846322
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Pro srovnan{ uvedeme jednotlivé vysledky:
Obdélnikova metoda: T=2.3144 s.
Simpsonova metoda: T=2.3143 s.



Lichobéznikova metoda: T= 2.3142 s.
Hodnoty jsou témér stejné, coz je dano tim, ze funkce je na uvazovaném
intervalu témér konstantni.

3 Numerické vypocty - funkce dana tabelova-
nymi hodnotami
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Pr. 1 Rychlost modelu nové lodi je testovana v prubéhu 5 sekund. Vysledky
jsou uvedeny

v tabulce.

2.10
9.56
11.36
12.08
12.98
13.76

5
Draha, kterou model urazi za 5 sekund, je ddna vztahem / vdt . Vypoctéte
0
hodnotu integralu.
Pro grafické znazornéni zavislosti rychlosti na ¢ase pouzijeme prikazu point-
plot, ktery je soucasti balicku plot.

restart;
> with(plots):
> with(Student[Calculusi]):
> data:=[[0,2.1],[1,9.56],[2,11.36],[3,12.08],[4,12.98],[5,13.76]1];

data = [[0,2.1],[1,9.56], [2,11.36], [3,12.08], [4, 12.98], [5, 13.76]]

> pointplot(data,color=green,thickness = 5, symbol = solidcircle,
symbolsize = 30);
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V nasem pripadé nejde pouzit zadny ze zabudovanych ptikazu balicku Stu-
dent[Calculusl], nebot Maple v tomto piipadé pracuje pouze se spojitymi funk-
cemi. Zadani prikladu mé ekvidistantni déleni

s délkou kroku h=1. Budeme muset pouzit nékterou z formuli: = Slozené

b
obdélnikova formule:/ f@)yde=nh(yo+yi+ ...+ Yn-1)-

b
h
Slozen4 lichobéznikova formule:/ f(z) dx = 5 (o+2y1+ ... +2Yn-1+yn)-
a

SloZena Simpsonova formule:

b
h
/ [ (z) de = g(y0+y2m+4(y1+~-~+y2m71)+2(y2+~-~+y2m72))~

POZNAMKA: Pfipomefime, Ze u této metody musi byt pocet intervali sudy,
protoze parabola, kterd funkcif () nahrazuje, je uréend trojici bodi.
Slozena obdélnikova formule:

> Int(v,t=0..5)=2.1+9.56+11.36+12.08+12.98+13.76;

5
/ vdt = 61.84
0

POZNAMKA: Jiné zpusoby odkazii na zadana data. Jsou rychlejsi, pokud
zpracovavame data velkého rozsahu.
> Int(v,t=0..5)=datal1] [2]+data[2] [2]+data[3] [2]+data[4] [2]+data[5] [2]

+datal[6] [2];
5
/ vdt = 61.84
0

> Int(v,t=0..5)=add(datal[i] [2],i=1. .nops(data));

5
/ vdt = 61.84
0



Slozené lichobéznikova formule:
> Int(v,t=0..5)=1/2*%(2.1+2%(9.56+11.36+12.08+12.98)+13.76) ;

5
/ vdt = 53.91000000
0

POZNAMKA: Jiné zptsoby odkazil na zadans data. Jsou rychlejsi, pokud
zpracovavame data velkého rozsahu.

> Int(v,t=0..5)=1/2*(data[1] [2]+2*(data[2] [2]+data[3] [2]+data[4] [2]
+datal[5] [2])+data[6] [2]);

5
/ vdt = 53.91000000
0

> Int(v,t=0..5)=1/2*(data[1] [2]+2*add(data[i] [2],i=2..nops(data)-1)
+data[nops(data)] [2]);

5
/ vdt = 53.91000000
0

POZNAMKA: SloZzenou Simpsonovu formuli nelze pouZit, pocet délicich in-
tervall neni sudy.

Obdélnikovad metoda je obecné velmi jednoduchd, ale vysledky jsou velmi
nepresné.
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2 Zavislost proudu 7 na ¢ase t je ddna nasledujici tabulkou

t(s)

0

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6

0,0

0,25
0,31
0,43
0,37
0,20
0,0

1 (06
Stf¥edni hodnota prouduigys je déna vztahemigys = \/ﬁ/ i2 (t) dt.
) 0

Naleznéte aproximaci proigass -



Pro vypocet pouzijeme lichobéznikovou metodu, protoze obdélnikova me-
toda nam dava velmi nepresné vysledky.
Nejprve si zndzornime zadana data.

> restart;

> with(plots):

> datal:=[[0,0],[0.1,0.25],[0.2,0.31],[0.3,0.43],[0.4,0.37]1,[0.5,0.2],[0.6,011;
datal := [[0,0],]0.1,0.25],]0.2,0.31],[0.3,0.43], [0.4,0.37],[0.5,0.2], 0.6, 0]]

> pointplot(datal,color=green,symbol=solidcircle,symbolsize=20);
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Pro tplnost zndzornime zavislost 2 (t) .
> data2:=[[0,0],[0.1,0.2572],[0.2,0.3172],[0.3,0.4373],[0.4,0.3772],

> [0.5,0.272],[0.6,01];
data2 := 1[0,0],]0.1,0.0625], [0.2,0.0961], [0.3,0.079507], [0.4, 0.1369], [0.5, 0.04], [0.6, 0]]
POZNAMKA: Druhé mocniny druhych slozek v zadanych datech lze ziskat
i jinym zapisem.

> data3:=[seq([datal[i] [1],datal[i] [2]"2],i=1..nops(datal))];

datas := [[0,0],[0.1,0.0625],[0.2,0.0961], [0.3,0.1849], [0.4, 0.1369], [0.5, 0.04], [0.6, 0]]
> datad:=[seq([i[1],i[2]"2],i=datal)];

data4 = [[0,0],[0.1,0.0625],[0.2,0.0961], [0.3,0.1849], [0.4, 0.1369], [0.5, 0.04], [0.6, 0]]
> pointplot(data2,color=green,symbol=solidcircle,symbolsize=20);
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0,6
Stanovime nejprve pribliznou hodnotu integralu / i? (t) dt .
0

> Int(i”2,t=0..0.6)=0.1/2%(0+2%(0.2572+.3172+0.4372+0.3772+0.272)+0) ;

0.6
/ i2dt = 0.05204000000

0
> i_RMS=sqrt((1/0.6)*rhs(%));

i RMS = 0.2945052348
Pro srovnani pouzijeme i sloZzenou Simpsonovu metodu, nebot pocet délicich
intervalt je sudy.

> Int(i”2,t=0..0.6)=0.1/3%(0+4%(0.3172+0.3772)+2%(0.2572+0.4372+0.272)+0) ;

0.6
/ i2dt = 0.05022666666
0

4 Numerické vypocty - funkce dana analyticky

Kuldeep Sing: Engineering Mathematics through Applications, 433/2b

%
P7. 1 Pomoci lichobéznikové metody naleznéte aproximaci integralu / \/M dx.
0
Interval rozdélte na ¢tyfi podintervaly.

Nejprve zkusime integral vypocitat bez numerickych metod.
> restart;
> Int(sqrt(cos(x)),x=0..Pi/2)=int(sqrt(cos(x)),x=0..Pi/2);

1/27

cos (w)dz = —V2EllipticK (1/23) +2v2EllipticE (1/2V?2)

0
Vysledkem je elipticky integral, pfikazem evalf mizeme ziskat jeho ¢iselnou
hodnotu.



> evalf(int(sqrt(cos(x)),x=0..Pi/2));
1.198140235

Nyni provedeme numerickou integraci.

> with(Student[Calculusi]):

> Int(sqrt(cos(x)),x=0..Pi/2)=ApproximateInt(sqrt(cos(x)),x=0..Pi/2);

Emﬁgmmzémwwiwﬁaﬁ—ﬁﬁ+ﬁ—ﬁ2—&%
—\/5\/2+\/§+2\/2+\/§\/5+¢5+¢§ 2+ Vv2V5
+—mﬁ¢Vz¢V5¢wzﬁ+ff
12242
+1/40wﬁm+iw\/2 2—\/§¢5+2\/ﬁ§+2ﬂmﬁ
+—WJJV2¢w2ﬁfﬁ+f+fﬁff
+\/5\/2+\/§+2\/2+\/5\/5+\/5—\/§ 2+v2v5

+—w\/2f\/2—f\/5+f+2\/2+ff

—oy2 Va5 - VB VB2 +VEVE + VB2 + 3
+1/407r\f§‘/2—7
b2 e VB 5 VR VI VBV VB 2
+2mF—ﬁ 2+ V2V - v2y/2+ V2
+—w\/2f\/2f\/5+f2\/2+ff

24/2+ V2

1.201931792

> rhs(evalf(??));

Lichobéznikova metoda.
> Int(sqrt(cos(x)),x=0..Pi/2)=ApproximateInt(sqrt(cos(x)),x=0..Pi/2,
method=trapezoid,partition=4,partitiontype=normal) ;



1/27
cos(z)dr =1/16 <1+\/§4 24+ v24 234 1 /2y, 2\/5)
> rhs(evalf(?77));
1.146955054
Diky sudému poctu podintervald mozno pouzit Simpsonovy metody.

> Int(sqrt(cos(x)),x=0..Pi/2)=ApproximateInt(sqrt(cos(x)),x=0..Pi/2,
method=simpson,partition=4,partitiontype=normal) ;

Vcos (z)dz = 1/247 <1+2¢§4 24+ 24234 12124 2¢§>

> rhs(evalf(??));

1/2=

1.178227545
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5
Pr. 2 Sila F pusobici na nosnik o délce 5 m je ddna vztahemF = / ——dzx
0o 1++vx

, kde z je vzdalenost. Vypoctéte velikost sily F.
Nejprve si znazornime dany integrand.

> fr=x->exp(x)/(1+sqrt(x));

T

14+

f=x—

Zobrazime integrand.
> plot(f(x), x=0..5);

40 —
30
204
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X

Pti pokusu o vypocet bez numerické integrace dochazi k opisovani zadaného
integrédlu, coz znaci, ze Maple neumi integral vyresit bez pouziti numerickych
metod.

> Int(f(x),x=0..5)=int(f(x),x=0..5);



5 ez 5 ea:
——dx = —dz
]C 1+ o 1++x
> Int(f(x),x=0..5)=ApproximatelInt (f(x),x=0..5,method=simpson,partition=8,
partitiontype=normal);

5/2/3/T + 37280 7/8/3v/T + 7560 v/BV/3VT + 4920 €3/4/5y/3v/2v/T 4 12720 e ¥ /5v/3v2VT + 7680 e ¥ v/2v/5/3/7 + 4380 e ¥ v/21/51/2
(24 V2V5) (4+5V2) (2+V5V3)

> rhs(evalf(?7?));
49.87773147
Zobrazime plochu ohranic¢enou funkef f.
> ApproximatelInt (f(x),x=0..5,method=simpson,partition=8,
partitiontype=normal,output=plot);

An Approximation of the Integral of
f(x) = exp(x)/(1+x7(1/2))
on the Interval [0, 5]
Using Simpson's Rule

Area: 49.87773141
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f(x)

> Int(f(x),x=0..5)=ApproximateInt (f(x),x=0..5,method=simpson,
partition=2,partitiontype=normal) ;
/5 e 5/62\/5+2+5\/§+\/§\/5+8e5/2\/5+8e5/2+2e5+e5\/§\/5
T =
o L+ (2+v2V5) (VB +1)

> ApproximatelInt(f(x),x=0..5,method=simpson,partition=2,
partitiontype=normal,output=plot);




An Approximation of the Integral of
f(x) = exp(x)/(1+x7(1/2))
on the Interval [0, 5]
Using Simpson's Rule

50 - Area: 54.78453538
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Vypocet pomoci Simpsonovy metody.
> Int(£(x),x=0..5)=(5/6)*(£(0)+f (5)+4*£(5/2));
5 5/2

5 et e
———dr=5/6+5/6—=—— +10/3 —————
/01+ﬁ / / V5 +1 / 14 1/2/10

Srovnani vysledki ziskanych pomoci zabudované Simpsonovy metody a ruc¢ni
editaci.
> rhs(evalf[20](??)); rhs(evalf[20](??7));
54.784535377042959746
54.784535377042959744



