Pomiicka pro prrednasku: 2. semestr Bc studia
Lokalni a globalni extrémy funkci dvou proménnych

Extrémy funkci

Lokalni extrémy

bali¢ek: LinearAlgebra
Pti feseni priklada na lokalni extrémy se budeme drzet postupu ze cvicenti, tj. stanovime
stacionarni body a pomoci znamének 1. oy~ ij a . (resp. @y) rozhodneme o typu extrému. Pro

lepsi predstavu si vzdy vykreslime zadnou funkci a stejné tak si nakreslime i okoli kazdého
stacionarniho bodu, abychom si udélali nazornou predstavu o typu extrému.

Priklad 1. Najdgte lokalni extrémy funkce f(x,») =x* —3xy +5°.

> with (LinearAlgebra) :

> with (plots):

Pro predstavu si vykreslime graf funkce v okoli pocatku.

K nakresleni pouzijeme prikaz plot3d(expr, x=a..b, y=c..d, opts).Jako nepovinny parametr lze
pouzit ptikaz axes=framed, ktery zakresli souradnicové osy, dalsi nepovinny piikaz
orientation=[J, ¢, y] nastavuje pomoci uhlt J, ¢ a y (tzv. Eulerovy uhly) souradnice bodu v
R_3, ze kterého je dany objekt pozorovan. Uhly se zadavaji ve stupnich, standardné jsou ahly
nastaveny na [4s,45,0].

>
plot3d(f(x,y) ,x=-2..2,y=-2..2,axes=framed,orientation=[65,70,10])

’



V/rstevnice znazornujeme piikazem contourplot(exprl, x=a..b, y=c..d, opts), nepovinny
parametr grid=[m,n] urcuje pocet generovanych bodt obdélnikové site.

>

contourplot (f(x,y) ,x=-10..10,y=-10..10,grid=[50,50] ,contours=30,a
xes=boxed) ;



7 =
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> fx:=diff(f(x,y) ,x);
> fy:=diff (£(x,y),y);

Pomoci ptikazu solve fesime soustavu £ =o, f,=0. Resenim najdeme stacionarni body.
> s:=solve ({fx,fy})
s={x=0,y=0}

Resenim soustavy jsme ziskali dva body [0,0] a [1,1]. Dalsi stacionarni body ziskame fesenim
Resenim soustavy jsme ziskali dva body [0,0] a [1,1]. Dal3i stacionarni
body ziskame feSenim
{x=-1=PRootof( 22 + Z+ 1,label=_L2),y=RootOf( 72 + Z
+ 1, label= L2)}.

> s:=map (allvalues, {s});
s={{{x=0,y=0}}}
Vzhledem k tomu, ze soufadnice dalsich dvou bodua jsou komplexni ¢isla, z dalsich avah je
vyloucime.
Sestrojime grafy v okoli stacionarnich boda. Pti feseni pouzijeme nepovinny parametr

style=patchcontour, ktery zajisti vykresleni vrstevnic.
>

plot3d(f(x,y) ,x=-0.1..0.1,y=-0.1..0.1,orientation=[70,75,0],style



=patchcontour, axes=framed) ;

Z tvaru obrazku je ziejmé, ze bod [0,0] je sedlovym bodem, a tudiz v ném extrém nenastava.
>

plot3d(f(x,y) ,x=0.9..1.1,y=0.9..1.1,0orientation=[70,65,0],style=p
atchcontour,axes=framed) ;



Situace v bodé¢ [1,1] je odlisna, podle obrazku v ném bude lokalni minimum. Tyto predpoklady
podpotime vypoctem.
> fxx:=diff (£f(x,y) ,h x$2);

frx =2
> fxy:=diff(f(x,y) ,x,y);

fry:=0
> fyy:=diff (£(x,y) ,y$2);

fyy = -2
> D2:=Matrix (2,2, [fxx, fxy, fxy, fyy])
2 0
0 -2

D2 =

> Determinant (D2) ;
-4
> x:=0:y:=0:Determinant (D2) ;
-4
Determinant je zaporny, tedy v bodé [0,0] extrém skutecné nenastava.
> £xx(0,0);
2
> £(0,0);
16



Pokud chceme do determinantu D2 dosadit souradnice bodu [1,1], je nejprve , to udélame pomoci

piikazu unassign.
> unassign('x','y') :x:=1l:y:=1:Determinant (D2) ;

-4
> fxx(1,1);

2
> £(1,1);

16

V bode¢ [1,1] nabyva funkce svého lokalniho minima 7 . =16.

Zakresleni grafu funkce pomoci implicitplot3d.

> restart:

> with (plots):

>

implicitplot3d (x*3-3*x*y+y*3=z,x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2,axes=frame
d,orientation=[70,65,0]) ;

>

Priklad 2. Najdéte lokalni extrémy funkce £(x,y) =3 m% +2Iny + In(12 —x — y).
> restart;
> with (LinearAlgebra) :

> with (plots):



> f:=(x,y)->3*1n(x/6)+2*1n(y)+1n(12-x-y) ;
f= (X,y)—>3ln[%x) +2In(y) +In(12 —x —y)

Graf funkce 7(x, y) . VSimnéte si defini¢niho oboru dané funkce.
>

plot3d(f(x,y) ,x=0..5.9,y=0..5.9,axes=framed, style=patch,grid=[40,
30] ,orientation=[59,64,-8]);

Vrstevnice funkce £(x,y).
>

contourplot (f(x,y) ,x=0..11.9,y=0..11.9,grid=[50,50] ,contours=20,a
xes=boxed) ;



_‘—I\_\_'{H"\_
)

2 4 4 2 10
Urgeni stacionarnich bodu.
> fx:=diff (f(x,y) ,x);
fi -3 1
X 12—x—y
> fy:=diff (£(x,y),y);
-2 _ 1
v y 12—x—y
> solve ({fx,£fy});
{x=6,y=4}

V nasem piipadé vysel pouze jeden stacionarni bod [6,4].

Graf okoli stacionarniho bodu [6,4].

>

plot3d(f(x,y) ,x=5.9..6.1,y=3.9..4.1,orientation=[68,79,0],style=p
atchcontour,axes=framed) ;



Podle tvaru grafu v okoli stacionarniho bodu [6,4] lze usuzovat, ze v daném bodé¢ bude lokalni
maximum.
Oveéieni, zda je ve stacionarnim bodé lokalni maximum.
> fxx:=diff (f(x,y) ,x$2);

P B S

e (12 —x —y)2
> fxy:=diff (f(x,y) x,y);
1

SRRNTr——

> fyy:=diff (£f(x,y) ,y$2);
y (12 =x—y)
> D2:=Matrix (2,2, [fxx, fxy, fxy, fyy]l) ;
3o v
¥ (12—)c—y)2 (12—)c—y)2
1 2 1

(12 —x—y)? ¥ooo(12—x—y)?

D2 =

> Determinant (D2) ;
8x% — 144x + 12xy + 9)° — 144y + 864
V2 (-12 +x 4 y)?




> x:=6:y:=4:Determinant (D2) ;

16
> £xx(6,4);
1
3
> £(6,4);
51n(2)
Protoze vyraz fodsy —fxzy >0 ahodnotay, <o, nastava v bod¢ [6,4] lokalni maximum
. =5In(2).

max
> restart:

> with (plots):

>
implicitplot3d(3*1n(x/6)+2*1n(y)+1ln(1l2-x-y)=z,x=0..5.9,y=0..5.9,z
=0..4,style=patch,axes=framed, labels=[x,y,z] ,orientation=[70,65])

4

Priklad 3.Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) =x — 2y + InJ ¥* +17 + 3arctg %

> with (LinearAlgebra) :
> with (plots):
> £:=(x,y) ->x-2*y+1n(sqrt (x*2+y"2) ) +3*arctan(y/x) ;



f=xy)—>x—2y+ ln(\/ 2 +y2 ) + 3arctan[%)

Graf funkce 7(x,y). Defini¢cnim oborem je cela rovina kromé boda [0, y].
>

plot3d(f(x,y) ,x=-10..10,y=-10..10,axes=framed,orientation=[62,82,
01);

>

plot3d(f(x,y) ,x=-10..10,y=-10..10,view=[-1..1,-1..1,-40..10] ,axes
=framed,orientation=[34,56,0]) ;



>
plot3d(f(x,y) ,x=-10..10,y=-10..10,view=[-2..2,-2..2,-40..10] ,axes
=framed,orientation=[34,56,0]) ;



Ze ziskaného obrazku je ziejmé, ze problémem jsou body s nulovou souradnici x (zobrazena

"y

spice" rozhodné nebude extrém).Tyto body totiz nepatii do defini¢niho oboru funkce.
>

plot3d(f(x,y) ,x=0.1..10,y=-10..10,axes=framed,orientation=[62,82,
01);



>
plot3d(f(x,y) ,x=-10..-0.1,y=-10..10,axes=framed,orientation=[62,8
2,0],labels=[x,y,2z])



Vrstevnice funkce 7(x, y).

>

contourplot (f(x,y) ,x=0.1..10,y=-10..10,grid=[50,50] ,contours=40,a
xes=boxed) ;



=
-
2

-104

—
k-2
La
=
. 4
-]
)
=

>
contourplot (f(x,y) ,x=-10..-0.0001,y=-10..10,grid=[50,50] ,contours
=40, axes=boxed) ;
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Urgeni stacionarnich bodu.
> fx:=diff (f(x,y) ,x);

frm |+ s - —2
Tty xz[l-l-‘y—
2
> fy:=diff (£(x,y),y);
fri=-2+—52 + 2
Xty x(1+L2]
X
> solve ({fx,£fy});
{x=1y=1}

Graf okoli stacionarniho bodu [1,1].

>

plot3d(f(x,y) ,x=0.9..1.1,y=0.9..1.1,0orientation=[68,79,0],style=p
atchcontour,axes=framed) ;



el

Podle tvaru grafu se da usuzovat, ze v daném bod¢ nebude extrém.
> fxx:=diff (f(x,y) ,x$2);
1 24° 6y

fx = — + -

2., 2 Y 2
(P 4) x3(1+y—] 5[1+

> fxy:=diff (f(x,y) ,x,y)’
2xy 3 6y

fry:= - 2 2
(< +57) x2[1+L] 4[1+

> fyy:=diff (£f(x,y) ,y$2);
2y2

1
2 - 2
Pt (R4 x3[1+ e

> D2:=Matrix (2,2, [fxx, fxy, fxy, fyy])
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> Determinant (D2) ;

10
(+ +y2)2
> x:=1l:y:=1:Determinant(D2) ;
5
2
> fxx(1,1);
3
2

Vzhledem k tomu, Ze hodnota determinantu D2 je zaporna, v bodé [1,1] nenastava extrém.
> restart:

> with (plots):

>
implicitplot3d(x-2*y+ln(sqrt(x*2+y~2))+3*arctan(y/x)=z,x=-2..2,y=
-2..2,z=-2..2 ,axes=boxed) :

Globalni extrémy

balicek: Student

Pti feseni uloh na globalni extrémy se pii vypocétu opét budeme drzet teorie. Najdeme stacionarni
body funkce f(x,y) a pak budeme hledat body podezielé z extrému na hranici mnoziny, tj.
budeme hledat extrémy funkci jedné proménné na uzavieném intervalu. V takto nalezenych
bodech vypocteme funkéni hodnoty. Vybereme bod s nejvétsi a nejmensi  z nich, v téchto
bodech pak nastava globalni maximum resp. minimum.

Priklad 1.Najdéte globalni extrémy funkce f(x,y) =x* +1° —3xy, M je obdélnik s vrcholy
A=[0,-1],B=[2,-1],C=[2,2],D=0,2].

> restart;



> f:=(x,y) >x*3+y"*3-3*x*y;
=) —x +y3 —3xy

Stanovime stacionarni body dané funkce a vyloucime ty, které nelezi v mnoziné .
> fx:=diff(f(x,y) ,x);

fx:= 3% — 3y
> fy:=diff(f(x,y),vy):

fy = 3y2 —3x
> solve({fx,£fy});

{x=0,y=0}, {x=1,y=1}, {x:RootOf(_Z2 + Z+ 1),y: -1
—RootOf( 22 + 7+1)}

Oba stacionarni body lezi v mnoziné ar, dalsi body nepatii do mnoziny realnych cisel, proto je
nebudeme dale uvazovat.
Urcime funkeni hodnotu v obou nalezenych bodech.
> £(0,0);£(1,1);

0

-1
Nyni budeme hledat body podezielé z extrému na hranici mnoziny a. Pro y=-1 je
x € (0,2). Funkei £(x, ) nahradime funkei u, (x).
> ul:=unapply (subs(y=-1,£f(x,y)) ,x);

ul =x—x —143x

Hledame extrém fukce jedné proménné.
> solve (diff (ul (x) ,x)=0,x);

L -1
Resenim jsou komplexni &isla, ta z dalsich avah vylou¢ime. Dale spoéteme funkéni hodnoty v
krajnich bodech intervalu (o, 2).
> ul(0);ul(2);

-1

13
Nyni budeme hledat body na hranici mnoziny am. Pro x=2 je y e (-1,2). Funkci
f(x,y) nahradime funkci u,(y).
> u2:=unapply(subs (x=2,£f(x,y)) ,vy)

u2 :=y—38 +y3 —6y
> solve(diff (u2(y),y)=0,y)
V7.7

Bod y=-/2 nepatii do intervalu (-1,2) , takze ho z dalsich tivah vylou¢ime. Ur¢ime funkeni
hodnotu v bodé y =2 a v krajnich bodech intervalu (-1,2).
> u2(-1);u2(2) ;u2(sqrt(2));

13

4
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Dale budeme hledat podezielé body na hranici mnoziny a. Pro y=2 je x e (0,2). Funkci
f(x,y) nahradime funkci u,(x).
> u3:=unapply (subs (y=2,£f(x,y)) ,x) ;

u3 =x—8 +x — 6x
> solve (diff (u3(x) ,x)=0,x);

VZ. -7
Bod x=-y2 nepatii do intervalu (o, 2) , takze ho z dalsich uvah vylou¢ime. Ur¢ime funkéni
hodnotu v bodé x=/2 a v krajnich bodech intervalu (o, 2).
> u3(0) ;u3(2) ;u3(sqrt(2));
8

4
8 —42
Nakonec budeme hledat body na hranici mnoziny am. Pro x=0 je y e (-1,2). Funkci
f(x,y) nahradime funkci u,(y).
> ud:=unapply (subs (x=0,£f(x,y)) ,vy)
ud :=y—>y3
> solve(diff(ud(y),y)=0,y)
0,0
Urcime funkeni hodnotu v nalezenych bodech a v krajnich bodech intervalu (-1, 2).
> ud (0);ud (-1);u2(2);
0
-1
4

Porovname vypoctené funkéni hodnoty. V bod¢ s nejvétsi funkeni hodnotou pk nastava globalni
maximum, v bod¢ s nejmensi funkeni hodnotou pak globalni minimum.
Globalni maximum 7 =13 nastava v bodé¢ [2,-1], globalni minimum ¢ . =-1, nastiva v bodech
[0,-1] a[1,1].
Priklad 2. Najdgte globalni extrémy funkce £(x,y) =x* —)? + 16 na mnozing
M= {(x,y) X +y2 SZS}.
> restart;
> with (plots):
> f:=(x,y) >x*2-y*2+16;

f=(xy) —x —y2 + 16
> M:=x"2+y*2=25;

M =¥ +y2 =25

>
pl:=plot3d(f(x,y) ,x=-2..2,y=-2..2,axes=framed,grid=[10,10] ,orient
ation=[31,56]):
>
p2:=spacecurve ([cos (t) ,sin(t) ,f(cos(t),sin(t))],t=0..2*%Pi,color=b
lack,orientation=[31,56]) :
>



p3:=spacecurve([cos (t) ,sin(t) ,0],t=0..2*Pi,color=black,orientatio
n=[31,56]):
> display ({pl,p2,p3});

Stanovme stacionarni body funkce 7(x, »).
> fx:=diff(f£(x,y) ,x);

fx=2x
> fy:=diff(£(x,y) ,y)’
fri=-2y
> solve ({£fx,£fy});
{x=0,y=0}
> £(0,0);
16

Dale nalezneme body podezielé z extrému na hranici mnoziny M.Tou je kruznice, kterou
rozdelime na horni a dolni palkruznici.

> with (Student) :

> yl:=isolate(M,y);

vl ::y:RootOf(_Z2 —25+ xz)
> yl:=allvalues(yl);

yl =y=425 —xz,y= -J25 — ¥

Nyni ob¢ feseni postupné dosadime do funkce f(x,y) a ziskame tak funkce jedné proménné



uy (x),uy(x) -
> ul:=unapply (subs (y=sqrt (25-x*2) ,f(x,y)) ,x);
ul =x—2x* —9

> solve (diff (ul (x),x)=0,x)

0
> ul (0);

-9
> ul(5);ul (-5);

41

41

> u2:=unapply (subs (y=-sqrt (25-x*2) ,f(x,y)) ,x);

u2 =x—2x —9
Vzhledem k tomu, ze funkce u,(x) =, (x), nebudeme provadét dalsi vypocty, protoze body budou
stejné.
Porovnanim vsech funkenich hodnot vidime, ze globalni maximum s =41 nastava v bodech
[5,0], [-5,0], globalni minimum . =-9 nastava v bodech
[0,5], [0,-5].
POZNAMKA: K nalezeni extrému na hranici lze pouzit piikaz extrema(expr, constraints,
vars, 's"), ktery obsahuje funkci vice proménnych, funkce ohrani¢ujici mnozinu M, seznam
nezavisle proménnych a promeénnou s. Tento ptikaz najde nejvétsi a nejmensi funkéni hodnotu na
hranici mnoziny M. Do proménné s pak uklada soufadnice bodu, ve kterych extrém nastane.
Body zadava v libovolném poradi, takze nepozname, kde je maximum, a kde minimum. Proto se
tento prikaz hodi spise ke kontrole nalezenych extrémad.
> extrema (x*2-y*2+16 ,x*2+y*2=25, {x,y},'s");

{-9,41}
> s;
{{x=-5y=0}{x=0,y=-5}{x=0,y=5}, {x=5,y=0}}

> extrema (x*2-y*2+16,y=sqrt (25-x*2) ,{x,y},'s');

{-9}
> s;
{{x=0,y=5}}
> extrema (x*2-y*2+16,y=-sqrt (25-x*2) ,{x,y},'s');
{-9}
> s;
{{x=0,y=-5}}



