Laboratorni cviéeni - Diferencialni rovnice

Smerové pole

Pro nakresleni smérového pole slouzi prikaz dfieldplot(ODE, y(x), x=a..b, y=c..d, opts), kde
ODEje dana diferencialni rovnice, y(x)je nazev hledané funkce, x=a..b, y=c..djsou rozsahy na
osach a optsjsou nepovinné parametry. Pred pouzitim tohoto ptikazu je potieba nacist balicek
DEtools.
Priklad 1.Nakreslete smé&rové pole diferencialni rovnice y=x* +,%
> with (DEtools) :
> DR:=diff (y(x) ,x)=x"2+y (x)"2;

_d _2 2

DR : o y(x) =x" + y(x)

> dfieldplot (DR,y(x),x=-3..3,y=-3..3,dirgrid=[20,20]) ;
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Pti kresleni jsme vyuzili nepovinny parametr dirgrid=[m, n], ktery nastavuje pocet bodu sité.
Smérové pole pak tvori

m X n segmenta.

Priklad 2.Znazornéte integralni kiivky diferencialni rovnice z Piikladu 1., které spliuji
podminky y(0) =2,(0) =0, y(0) =-1.

Pro nakresleni integralnich kiivek pouzijeme piikaz DEplot(ODE, y(x), x=a..b,
[[PP1],[PP2],...], opts), kde ODEje dana diferencialni rovnice, y(x)je symbol pro feseni,



x=a..bje rozsah nezavisle proménné a PP1, PP2jsou pocatec¢ni podminky, opts jsou dalsi
parametry. Ptikaz DEplot je soucasti balicku DEtools. Pied jeho prvnim pouzitim je tedy tieba
balicek nacist ptikazem with(DEtools).

> DEplot(DR,y(x) ,x=-3..3,y=-3..3,[[y(0)=0], [y(0)=2],
[y(0)=-1]],1linecolor=[blue,green,gold]) ;
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Jako nepovinny parametr zde byl pouzit rozsah pr
ktivek.
Priklad 3. Nakreslete smérové pole diferencialni rovnice =

o

vou soufadnici a barvy integralnich

y_

a znazorngte integralni
x+2y

kiivky spliujici podminky

y(1) =0,y(0) =2,y(-3) =0.

> restart;

> with (DEtools) :

> DR:=diff (y(x) ,x)=1/(x+2*y (%)) ;

4 1
DR: dxy(x) x+2y(x)

[y(-3)=0]],y=-1..3, stepsize=.01, linecolor=[blue,green,gold],

scaling=constrained) ;

Warning, plot may be incomplete, the following errors (s) were issued:
cannot evaluate the solution further left of .81093019, probably

a singularity




Warning, plot may be incomplete, the following errors (s) were issued:

cannot evaluate the solution further left of -1.8027758, probably
a singularity
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Prava strana dané diferencialni rovnice neni definovana v bodech, které lezi na piimce o rovnici
x +2y=0. Zelené a modré feseni tudiz nelze prodlouzit vice smérem doleva. Neni definované na

celém pozadovaném rozsahu pro x . To je davodem, pro¢ Maple vypsal dvé varovani. Z nich je
vidét, kam az doleva jsou prislusna feseni definovana.

Diferencialni rovnice 1. radu

Pro teseni diferencialnich rovnic pouzijeme ptikazu dsolve(ODE, y(x), opts), kde ODEje dana
diferencialni rovnice,

y(x)je nazev hledané funkce a optsjsou nepovinné parametry.

POZOR! Pokud ptikaz dsolve neda vysledek, ani nevypise chybové hlaseni, je potieba ulohu
esit numerickou metodou.

Derivaci funkce y podle x zapiseme prikazem diff(y(x), x). Je-li prava strana rovnice rovna nule,
nemusime ji psat. Integracni konstanta je v systému Maple znacena _C1. Chceme-li najit feseni

pocateéni ulohy, pouzijeme piikaz dsolve({ODE, PP}, y(x)), kde parametr PPje pocatecni
podminka.

Priklad 1.Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice
-y—, — x =0, dalepaknaleznététeseni, kterdvyhovujipocatecnim podminkam a ) Y(4):1 ) b) Y(4)=3-
y



> restart;
> DR:=y (x) /diff (y(x) ,x)-x=0;

DR = o x=0

<)
> dsolve (DR,y(x)) ;
y(x)= Clx

Resenim jsou v nasem ptipadé primky prochazejici pocatkem.
Pokud nechceme opakovat postup dosazovani pocatecnich podminek do prikazu dsolve({ODE,
PP}, y(x)), je mozné podminky zapsat jako seznam, tj. do hranatych zavorek, a odvolavat se na
jejich poradi.
> PP:=[y(4)=1,y(4)=3];

PP :=[y(4)=1,(4) =3]
> dsolve ({DR,PP[1]}, y(x)),

o) = x
> dsolve ({DR,PP[2]}, y(x));
o) == x

Priklad 2. Nakreslete smérové pole diferencialni rovnice xy + (x+1)y=2xe™* . Naleznéte
feseni, ktera vyhovuji poc¢atecni podmince y(1)=aq .

> restart;

> with (DEtools) :

> DR:=x*diff (y(x) ,x)+ (x+1) *y (x) =2*x*exp (-x) ;

DR =x [%y(x)] + (x+ 1) p(x) =2xe™"

> dfieldplot(DR,y(x) ,x=-1..4,y=-2..2,scaling=constrained) ;
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Zadani pocate¢ni podminky:

> PP:=y(1l)=a;

Reseni DR s danou pogate¢ni podminkou

(S
X

y(x) = [

res :

> res:=dsolve ({DR,PP},y(x));
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Diferencialni rovnice vyssich radu

Pro feseni diferencialnich rovnic vyssich rada pouzijeme piikazu dsolve(ODE, y(x), opts), kde
ODEje dana diferencialni rovnice,

y(x)je nazev hledané¢ funkce a optsjsou nepovinné parametry. Vyssi derivaci funkce y podle x
zapiseme prikazem

diff(y(x), x$n), kde n je stupen diferencialni rovnice. Je-li prava strana rovnice rovna nule,
nemusime ji psat. Integracni konstanty jsou v systému Maple znaceny _C1, C2 atd. Chceme-li
najit feseni pocatecni ulohy, pouzijeme piikaz dsolve({ODE, PP}, y(x)), kde parametr PPjsou
pocatecni podminky.

Priklad 1. Najdete feseni homogenni linearni diferencialni rovnice y"-3y"-2y=0.

> DR:=diff (y(x) ,x$3)-3*diff (y(x) ,x$2)+2*diff (y(x),x);

N SNPRN O o d
DR = 3 y(x) 3[ W2 y(x)] +2[ o y(X))
> dsolve (DR, y(x)) ;
yx)= _Cl+ C2&+ C3°°

Priklad 2.Najdéte feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnice 2+ gy = s

sin3(2x)
pocatecnimi podminkami y( %) = %,yv( %] -4,



> DR:=2*diff (y(x) ,x$2)+8*y (x)=1/sin(2*x)*3;
d 1
::2 _— 8 = —
DR [ 2y(x)]+ y(x) T

> dsolve (DR,y(x)) ;
1 -1+2cos(2x)?

=sin(2 2 2 1 +—
y(x) =sin(2x) C2 4 cos(2x) CI + 6 sin(2.x)

Pocate¢ni podminky Ize zapsat spole¢né do proménné PP.Derivaci funkce v daném bod¢
zapiseme pomoci D(y)(x_0).
> PP:=y (Pi/4)=15/16, D(y) (Pi/4)=4;
(0 S N R 1=
PP.—y(4Tc) 6 (y)[4n) 4

> dsolve ({DR,PP},y (X)) ;

1 -1+ 2005(2x)2

y(x) =sin(2x) — 2cos(2x) + T Sin(2.x)

Priklad 3. Najdéte feseni linearni diferencialni rovnice druhého radu se specialni pravou stranou
y'-6y'+ 9y=2x2 —x+ 3.
> DR:=diff (y(x) ,x$2)-6*diff (y(x),6x)+9*y(x)=2*x"2-x+3;

2

DR:=§y(x) —6(%y(x)) +9y(x)=2x2—x+3

> dsolve (DR,y(x)) ;
11 5 2 2

y(x) =C3X_C2 +e3xx_C1 + o7 + EX-F Kx

Priklad 4.Najdéte reseni linearni diferencialni rovnice druhého fadu "-y=2 — 2x s pocatecnimi
podminkami y(0)=0, y'(0)=1.
> restart;
> with (DEtools) :
> DR:= diff (y(x),x$2)-diff (y(x),x)=2*(1-x);
2
DR:= = 3(x) — (4o o() | =2~ 2

Pocatec¢ni podminky Ize zapsat spole¢né do proménné PP.Derivaci funkce v daném bodé¢
zapiseme pomoci D(y)(x_0).
> PP:=y(0)=0,D(y) (0)=1;
PP:=y(0) =0,D(y)(0) =1
> res:=dsolve ({DR,PP},y(x));
res = y(x) =+ —1
Ze ziskaného teseni vyrobime piikazem unapplyfunkci proménné x. V zapise je potieba se
odkazat pouze na pravou stranu funkce res, coz udélame pomoci ptikazu rhs (right hand side).
> f:=unapply (rhs(res) ,x);
f=xo +e —1
Funkci f,a tim padem i feseni diferencialni rovnice, si mizeme pomoci ptikazu plot vykreslit.
> plot(f(x) ,x=-2..2,y=-1..1);



-0.5

-1 4

Priklad 5.Najdéte feseni linearni diferencialni rovnice tietiho fadu y"+ 2"+ y=-2xe2*s
pocatecnimi podminkami y(0) =2,'(0) =1,y"(0) =0.
> restart;
>
DR:=diff (y(x) ,x$3)+2*diff (y(x) ,x$2)+diff (y(x) ,h x)=-2*x*exp (-2*x) ;
3 2
DR := ﬁy(x) +2 [ﬁy(x)] + iy(x) =-2xe 2¥

dx
> dsolve (DR,y(x)) ;

y(x)=-e¥_ 24 _CI(-ex—e) + % e 4xe Y+ 3

Vsimnéte si zapisu pocatecni podminky pro druhou derivaci (je tézZ mozné pouzit zapis
(D@@2)(y)(0)).
> PP:=y(0)=2,D(y) (0)=1,D(D(y)) (0)=0;
PP:=y(0) =2,D(y)(0) =1,D)()(0) =0
> res:=dsolve ({DR,PP},y(x));

res :=y(x)=-4e* +e x+ % e 2x

4+ xe 2%

7
+ 2
> f:=unapply (rhs (combine (res)) , x);

fi=x—-4e +ex+ %e_zx +xe 2t 4

=

> plot(f(x) ,x=-2..2,y=-2..4);



-7
> restart;
Soustavy diferencialnich rovnic

Priklad 1. Naleznéte feseni systému

W=ty

¥ =4y 0,

Systém neni potieba zapisovat po jednotlivych rovnicich, ale mazeme je zapsat do jednoho
pritazeni a oddélit je ¢arkami.

> sys DR:=diff (y_1(x) ,x)=y_1l(x)+y_2(x),

diff(y 2(x),x)=4*y 1l(x)+y_2(x);

sys_DR = %y_](x) =y I(x) +y 2(x) 2(x) =4y I(x)

d
e -
+y_2(x)

Reseni systému Ize napsat nasledovné:
> dsolve([sys_DR]) ;

{y Ix)=_Cle™+ C26%y 2(x)=-2 Cle™*+2 _C2¢& 7}
Priklad 2.Naleznéte teseni systému
=3y T 6y,
»=y =20,
s pocatecni podminkou y, (0) =2,,(0) =1.



> sys DR:=diff (y_1(x),x)=3*y 1l(x)+6*y 2(x),
diff (y_2(x) ,x)=-y_1(x)-2*y_2(x);

sys_DR = %y_](x) =3y I(x) + 6y 2(x), %y_Z(x) = -y I(x)

—2y 2(x)

Pocatec¢ni podminky zapiseme spole¢né do proménné PP.
> PP:=y 1(0)=2, y 2(0)=1;
PP:=y 1(0)=2,y 2(0)=1
V zapise fesent je potieba hledané funkce y,,y, zapsat jako seznam, tj. do hranatych zavorek.
> dsolve({sys DR,PP},[y 1(x), v 2(x)]);
{y I(x)=12e" =10,y 2(x) =5 —4¢'}

Numerické reseni soustav diferencialnich rovnic - metoda
Rungeho - Kutty, Eulerova metoda

Pokud resime diferencialni rovnice numericky, je potreba zadat volbu numeric a ptipadné
metodu, ktera se ma pouzit (implicitné je dano method=rkf45). Vystupem je procedura pro
vypocet hodnoty feseni v bodé « .

Priklad 1. Reste diferencialni rovnici y3? + y=sinx s pocatecni podminkou (o) = 1.

> DR:=diff (y(x) ,x) *y(x) *2+y (x)=sin(x) ;

DR = ( d ()c)jy(x)2 + y(x) = sin(x)

o
> dsolve ({DR,y(0)=1},y(x));
Ptikaz dsolve nam nedava feseni, alohu je potieba fesit numericky. Do piikazu dsolve zadame
parametr numeric.
> res:=dsolve({DR,y(0)=1},numeric) ;

res :=proc(x_rkf45) ... end proc

Maple tlohu vyiesi numericky pomoci metody Rungeho-Kutty a do res ulozi proceduru. Chceme
urcit hodnotu feseni napt. v x=1.
> res(1l);

[x=1.,y(x) =0.676752337623565]

Hodnota ,(x), kterou jsme obdrzeli, je funkéni hodnota v bodé x=1.

Abychom ziskali predstavu o feseni, je mozné si ho pomoci nasledujiciho piikazu odeplot nechat
vykreslit.

V nejjednodussim pripad¢ staci do odeplot zapsat nazev funkce, kterou chceme vykreslit a
spole¢né s ni i interval, na kterém teseni hledame. Protoze ptikaz odeplot funguje jen s balickem
plots, je mozné bali¢ek pouzit jen pro tento ptipad a zapsat ho nasledujicim zpasobem.

> plots[odeplot] (res,0..1) ;



Priklad 2.Naleznéte feseni diferencialni rovnice z Prikladu 1. s pouzitim metody Rungeho-Kutty.
Pro pouziti metody Rungeho-Kuttyje potieba nacist bali¢cek Student[NumericalAnalysis].
Ptikaz je tvaru InitialVValueProblem(DR, PP, x=b, opts), kde DR je dana diferencialni rovnice

zapsana ve tvaru na kterém hledame
Pro pouziti metody Rungeho-Kutty je potieba nacist balicek Student
[NumericalAnalysis]. Piikaz je tvaru InitialValueProblem(DR, PP,
x=b, opts), kde DR je dana diferencialni rovnice zapsana ve tvaru
v'=f(, x), PP je pocate¢ni podminka (poéateéni bod intervalu,
na kterém hledame feSeni), x = b je koncovy bod intervalu,
na kterém hledame feseni, opts jsou nepovinné parametry. Pokud do
opts nic nezapiSeme, pouzije Maple Eulerovu metodu. Pro metodu
Rungeho-Kutty nastavime method=rungekutta.

reseni, optsjsou nepovinné parametry. Pokud do opts nic nezapiseme, pouzije Maple Eulerovu
metodu. Pro metodu Rungeho-Kutty nastavime method=rungekutta.

Dalsi parametry opts jsou v HELPU. Pro nas je uzite¢né védet, ze pokud zadame output= plot,
ziskame grafické feseni ulohy, pokud zadame output=information, obdrzime tabulku, ve které
je interval, na kterém hledame teseni, rozdélen uzlovymi body, v nich z jsou vypocitané funkeni
hodnoty a absolutni chyby v téchto bodech oproti exaktnimu feseni. Zadame-li output=Error
ziskame absolutni chybu v koncovém krajnim bod¢ oproti exaktnimu feseni.

V Maplu je vnittné nastaveno déleni intervalu, na kterém hledame feseni, na 5 podintervali.
Pokud chceme toto déleni zménit, zadame parametr numsteps=n,kde n je pocet podintervali.

> with(Student[NumericalAnalysis]):



>
InitialValueProblem(diff (y(x) ,x)=(sin(x)-y(x))/y(x)*2,y(0)=1,x=1,
method=rungekutta) ;

0.6904

Hodnota, kterou jsme obdrzeli, je (1), tj. funkéni hodnota v koncovém krajnim bod¢ intervalu,
na kterém hledame teseni.
>

InitialValueProblem(diff (y(x) ,x)=(sin(x)-y(x))/y(x)*2,y(0)=1,x=1,
method=rungekutta,output=plot) ;

1.0 4

0.9 -

0.2 1

0.7 -

0 02 0.4 05
| Exact Solution

V grafu, ktery jsme ziskali, je exaktni feseni a reseni metodou RungeKuttyho.
>

InitialValueProblem(diff (y(x) ,x)=(sin(x)-y(x))/y(x)*2,y(0)=1,x=1,
method=rungekutta,numsteps=10,output=plot) ;

03 1
Funge-Kutta Midpomt |




i 0.2 0.4 06
Exact Solution

03 1
Runge-Kutta Midpoint |

Zvysime-li pocet delicich bodu, feseni je piesnéjsi.

Priklad 3.Naleznéte teseni diferencialni rovnice z Prikladu 1. s pouzitim zabudované funkce
Euler.

Pti pouziti funkce Euler budeme postupovat stejné jako u funkce RungeKutta.

> with (Student[NumericalAnalysis]) :

>
InitialValueProblem(diff (y(x) ,x)=(sin(x)-y(x))/y(x)*2,y(0)=1,x=1)

0.6605

Hodnota, kterou jsme obdrzeli, je (1), tj. funkéni hodnota v koncovém krajnim bodé. Srovnejte,
jakou hodnotu jsme ziskali za pouziti metody Rungeho-Kutty.
>
InitialValueProblem(diff (y(x) ,x)=(sin(x)-y(x))/y(x)*2,y(0)=1,x=1,
output=Error) ;

0.01621
Absolutni chyba v koncovém krajnim bod¢ (oproti exaktnimu fesent).
>
InitialValueProblem (diff (y(x) ,x)=(sin(x)-y(x))/y(x)*2,y(0)=1,x=1,
output=plot) ;



1.0 4

0.7

0.6

0.5 4
0 02 0.4 0.6 0.3 1
Exact Solution Euler |

>
InitialValueProblem(diff (y(x) ,x)=(sin(x)-y(x))/y(x)*2,y(0)=1,x=1,
output=information) ;

X y(x) [Euler] [Error] ]
0. L. L. 0.
0.2000 0.8038 0.8000 0.0038
0.4000 0.6428 0.6121 0.0307
0.6000 0.5774 0.4932 0.0842
0.8000 0.6089 0.5519 0.0570

1. 0.6768 0.6605 0.0163

Priklad 4.Srovnejte exaktni feseni a feseni Eulerovou metodou a metodou Rungeho-Kutty z
Ptikladu 1.

Pro srovnani pouzijeme prikaz InitialValueProblem, do néj zadame diferencialni rovnici,
pocatecni podminku, koncovy bod intervalu, metodu, kterou ulohu fesime, a metodu (nebo

metody), se kterou délame srovnani. Vystup volime ve formeé grafu nebo informacni tabulky.
>

InitialValueProblem(diff (y(x) ,x)=(sin(x)-y(x))/y(x)*2,y(0)=1,x=1,
method=rungekutta, submethod=rk4,
comparewith=[ [euler] ], output=plot) ;
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Exact Solution Funge-Kutta 4th Order
—— Euler

>
InitialValueProblem(diff (y(x) ,x)=(sin(x)-y(x))/y(x)*2,y(0)=1,x=1,
method=rungekutta, submethod=rk4,comparewith=[[euler] ], output=info
rmation) ;

X y(x) [R-K 4th Ord.] [Error| [Euler]| [Error] ]

0. 1. 1. 0. 1. 0.
0.2000 0.8038 0.8038 0. 0.8000 0.0038
0.4000 0.6428 0.6428 0. 0.6121 0.0307

0.6000 0.5774 0.5778 0.0004 0.4932 0.0842
0.8000 0.6089 0.6096 0.0007 0.5519 0.0570
1. 0.6768 0.6771 0.0003 0.6605 0.0163




