
Mnohorozměrná statistická data

1 Statistický znak

Jednotlivé objekty nebo subjekty, které jsou při statistickém zkoumánı́ sledované, se nazývajı́ statistické
jednotky. Každá statistická jednotka musı́ být jednoznačně vymezena, aby nemohlo dojı́t k dvojı́mu nebo jinak
zkreslenému výkladu zjištěných údajů. Statistické jednotky se vymezujı́ z hlediska

• věcného,

• prostorového,

• časového.

Množina statistických jednotek stejného typu a shodného vymezenı́ tvořı́ statistický soubor. V rámci
statistického šetřenı́ budeme rozlišovat dva typy souborů:

• základnı́ soubor (populace) – množina všech shodně vymezených statistických jednotek,

• výběrový soubor (výběr, vzorek) – podmnožina základnı́ho souboru, tj. vybraná část populace.

Vlastnosti, které u statistických jednotek budeme v rámci statistického šetřenı́ sledovat, nazýváme statis-
tické znaky neboli statistické proměnné. Různé hodnoty, kterých může statistický znak nabývat, nazýváme
obměny neboli varianty. Podle způsobu vyjadřovánı́ hodnot dělı́me statistické znaky na kvantitativnı́ – čı́selné
a kvalitativnı́ – slovnı́.

Podle typu vztahů mezi hodnotami a obměnami budeme rozlišovat statistické znaky

• metrické,

• ordinálnı́,

• nominálnı́.

2 Jednorozměrné rozdělenı́

2.1 Jednorozměrné bodové rozdělenı́

Mějme uspořádaný datový soubor o rozsahu n prvků.

• Absolutnı́ četnost nj představuje počet výskytů varianty xj v souboru. Pro absolutnı́ četnosti platı́∑k
j=1 nj = n, kde k je počet variant.

• Relativnı́ četnost pj je dána vztahem
pj =

nj
n

a představuje podı́l výskytů varianty xj v souboru. Pro relativnı́ četnosti platı́
∑k

j=1 pj = 1.

• Absolutnı́ kumulativnı́ četnost Nj je dána vztahem

Nj = n1 + · · ·+ nj

a udává součet četnostı́ všech pozorovánı́, která nepřekračujı́ hodnotu xj .
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Registračnı́ čı́slo projektu: CZ.1.07/2.2.00/28.0326
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Obr. 1: Polygon četnostı́ a součtová křivka výšky 15měsı́čnı́ch dětı́

• Relativnı́ kumulativnı́ četnost Fj je určena vztahem

Fj =
Nj

n
= p1 + · · ·+ pj

a udává podı́l četnostı́ všech pozorovánı́, která nepřekračujı́ hodnotu xj .

Přı́klad. V rámci antropometrického průzkumu bylo podle metodiky lékařské komory provedeno měřenı́ tělesné
výšky u 15měsı́čnı́ch dětı́. U 50 vybraných chlapců byly naměřeny tyto hodnoty (v cm):

83 85 81 82 84 82 79 84 80 81 82 82 80 82 80 82 83 84 82 79
83 82 83 82 82 82 81 80 82 82 83 80 82 85 81 83 81 81 83 82
81 85 83 79 81 81 81 84 81 82

Hodnota Absolutnı́ Relativnı́ Abs. kum. Rel. kum.
znaku xj četnost nj četnost pj četnost Nj četnost Fj

79 3 0,06 3 0,06
80 5 0,10 8 0,16
81 11 0,22 19 0,38
82 16 0,32 35 0,70
83 8 0,16 43 0,86
84 4 0,08 47 0,94
85 3 0,06 50 1,00∑

50 1,00 — —

Rozdělenı́ četnostı́ je také možné znázornit pomocı́ empirické distribučnı́ funkce, kterou můžeme definovat
vztahem

Fn(x) =
N(xi ≤ x)

n
,

kde výraz v čitateli značı́ počet prvků výběru, jejichž hodnota je menšı́ nebo rovna x. Je to neklesajı́cı́ funkce
s hodnotami mezi 0 a 1....
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Obr. 2: Empirická distribučnı́ funkce

2.2 Jednorozměrné intervalové rozdělenı́

Pokud datový soubor, který máme zpracovat, má většı́ rozsah (zpravidla n > 30) a data reprezentujı́ spojitý znak
nebo diskrétnı́ znak s velkým počtem variant (obměn), je vhodné nejprve data uspořádat podle velikosti a zjistit
nejmenšı́ a největšı́ hodnotu xmin a xmax sledovaného znaku. Odtud lze určit variačnı́ rozpětı́R = xmax−xmin

udávajı́cı́ šı́řku intervalu, ve kterém se data nacházejı́.
Pro určenı́ optimálnı́ho počtu (k) intervalů existuje několik pravidel, např.:

• Sturgesovo pravidlo k ≈ 1 + 3,32 log n,

• Yuleovo pravidlo k ≈ 2,5 4
√
n,

• jiná pravidla k ≈
√
n, přı́p. k ≈ 5 log n.

Odtud zvolı́me podle uváženı́ vhodné k a orientačně stanovı́me šı́řku intervalů ze vztahu h = R
k . Dále stanovı́me

počátek prvnı́ho intervalu (ozn.a) a šı́řku intervalů zvolı́me tak, aby nejmenšı́ a největšı́ hodnota padly do prvnı́ho
a poslednı́ho intervalu.

Čı́selnou osu tedy rozdělı́me na intervaly

(−∞, u1〉, (u1, u2〉, . . . (ur, ur+1〉, (ur+1,∞)

a budeme zjišt’ovat četnosti v těchto intervalech. Při kontrole dodržovánı́ hygienických norem v kuchyni se
prováděl odběr vzduchu a pomocı́ filtru Pallflex se měřilo množstvı́ prachových částic. Ze 60 vzorků vzduchu
jsme dostali následujı́cı́ výsledky (v µg/m3):

1,23 1,10 1,54 1,34 1,06 1,09 1,41 1,48 1,52 1,37 1,37 1,63
1,51 1,53 1,31 1,23 1,31 1,27 1,17 1,27 1,34 1,27 1,09 1,01
1,41 1,22 1,27 1,37 1,14 1,22 1,43 1,40 1,41 1,51 1,51 1,47
1,14 1,34 1,16 1,51 1,58 1,33 1,31 1,04 1,58 1,12 1,19 1,17
1,47 1,24 1,45 1,29 1,17 1,63 1,39 1,02 1,38 1,39 1,43 1,28
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Interval Střed Absolutnı́ Relativnı́ Abs. kum. Rel. kum.
intervalu x∗j četnost nj četnost pj četnost Nj četnost Fj

(1,00; 1,10〉 1,05 7 0,177 7 0,117
(1,10; 1,20〉 1,15 8 0,133 15 0,250
(1,20; 1,30〉 1,25 11 0,183 26 0,433
(1,30; 1,40〉 1,35 14 0,233 40 0,667
(1,40; 1,50〉 1,45 9 0,150 49 0,817
(1,50; 1,60〉 1,55 9 0,150 58 0,967
(1,60; 1,70〉 1,65 2 0,033 60 1,000∑

— 60 1 — —

Tab. 1: Tabulka intervalového rozdělenı́ četnostı́ – množstvı́ prachových částic

Obr. 3: Histogram a součtový histogram koncentrace prachu

3 Dvourozměrné rozdělenı́ četnostı́

3.1 Dvourozměrné bodové rozdělenı́ četnostı́

Mějme dvourozměrný datový soubor

x1 y1
...

...
xn yn

, kde znak X má r variant a znak Y má s variant.

• Simultánnı́ absolutnı́ četnost njk představuje počet výskytů dvojice (xj , yk) v souboru, tedy njk =
N(X = xj ∧ Y = yk).

• Simultánnı́ relativnı́ četnost dvojice (xj , yk) je dána vztahem

pjk =
njk
n
.

• Marginálnı́ absolutnı́ četnost varianty xj je definována jako

nj. = N(X = xj) = nj1 + · · ·+ njs.
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xj yi
3 4 7 5 5 5
4 9 5 7 6 8 7 8
5 9 8 9 10 7 7
6 10 8 10 10 10 9
7 9 7 8 9 10 9
8 8 7 7 8 6 10
9 5 4 6 7 6 8

Tab. 2: Tabulka bodového rozdělenı́ četnostı́

stářı́/sklizeň 4 5 6 7 8 9 10 nj.
3 1 3 0 1 0 0 0 5
4 0 1 1 2 2 1 0 7
5 0 0 0 2 1 2 1 6
6 0 0 0 0 1 1 4 6
7 0 0 0 1 1 3 1 6
8 0 0 1 2 2 0 1 6
9 1 1 2 1 1 0 0 6
n.k 2 5 4 9 8 7 7 42

Tab. 3: Tabulka bodového rozdělenı́ četnostı́

• Marginálnı́ relativnı́ četnost varianty xj je definována jako

pj. =
nj.
n

= pj1 + · · ·+ pjs.

• Marginálnı́ absolutnı́ četnost varianty yj je definována jako

n.k = N(X = yk) = n1k + · · ·+ nrk.

• Marginálnı́ relativnı́ četnost varianty yk je definována jako

p.k =
n.k
n

= p1k + · · ·+ prk.

• Sloupcově podmı́něná relativnı́ četnost varianty xj za předpokladu yk je dána vztahem

pj(k) =
njk
n.k

.

• Sloupcově podmı́něná relativnı́ četnost varianty yk za předpokladu xj je dána vztahem

p(j)k =
njk
nj.

.

Přı́klad: U 42 zákrsku jablonı́ bylo zaznamenáno stářı́ stromu v letech (znak X) a ročnı́ sklizeň (znak Y ).
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Obr. 4: Grafické znázorněnı́ dvourozměrného bodového rozdělenı́ četnostı́

3.2 Dvourozměrné intervalové rozdělenı́ četnostı́

Mějme dvourozměrný datový soubor

x1 y1
...

...
xn yn

, kde hodnoty znaku X roztřı́dı́me do r třı́dı́cı́ch intervalů

(uj , uj+1〉, j = 1, . . . , r a hodnoty znaku Y roztřı́dı́me do s intervalů (vk, vk+1〉, k = 1, . . . , s. Jednotlivé
četnosti jsou potom vztaženy na četnosti hodnot v daných intervalech. Bylo provedeno 34 měřenı́ pH a množstvı́
hydrogenuhličitanu ve studničnı́ vodě

pH HCO−
3 pH HCO−

3 pH HCO−
3 pH HCO−

3

7,6 157 7,5 190 8,2 202 7,4 125
7,1 174 8,1 215 7,9 155 7,3 76
8,2 175 7,0 199 7,6 157 8,5 48
7,5 188 7,3 262 8,8 147 7,8 147
7,4 171 7,8 105 7,2 133 6,7 117
7,8 143 7,3 121 7,9 53 7,1 182
7,3 217 8,0 81 8,1 56 7,3 87
8,0 190 8,5 82 7,7 113
7,1 142 7,1 210 8,4 35

4 Čı́selné charakteristiky znaku

Čı́selné charakteristiky znaku

• charakteristiky polohy – průměry, kvantily, modus

• charakteristiky variability – rozptyl, sm. odchylka, výběrový rozptyl a sm. odchylka, kvantilové rozpětı́
. . .
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pH/HCO−
3 30–70 70–110 110–150 150–190 190–230 230–270 nj.

6,6–7,0 0 0 1 0 1 0 2
7,0–7,4 0 2 3 2 2 1 10
7,4–7,8 0 1 4 5 0 0 10
7,8–8,2 2 1 0 3 2 0 8
8,2–8,6 2 1 0 0 0 0 3
8,6–9,0 0 0 1 0 0 0 1
n.k 4 5 9 10 5 1 34

Tab. 4: Tabulka intervalového rozdělenı́ četnostı́

Obr. 5: Grafické znázorněnı́ dvourozměrného intervalového rozdělenı́ četnostı́

• charakteristiky koncentrace – koeficient šikmosti a špičatosti

• charakteristiky těsnosti závislostı́

• průměry:

– aritmetický průměr x = 1
n

n∑
i=1

xi

– harmonický průměr xH = n
n∑

i=1

1
xi

– geometrický průměr xG = n
√
x1 · x2 · · ·xn

• kvantily: xp je hodnota znaku, pro kterou platı́, že 100p% jednotek uspořádaného souboru má hodnotu
menšı́ nebo rovnu xp a 100(1− p)% jednotek má hodnotu většı́ nebo rovnu xp.

• modus: x̂ je hodnota znaku s největšı́ četnostı́

• variačnı́ rozpětı́: R = xmax − xmin.
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• kvantilová rozpětı́: např. RQ = x0,75 − x0,25

• rozptyl (momentový): s2n = 1
n

n∑
i=1

(xi − x)2

• směrodatná odchylka sn =
√
s2n

• výběrový rozptyl s2 = 1
n−1

n∑
i=1

(xi − x)2

• výběrová směrodatná odchylka s =
√
s2

• průměrná odchylka dx = 1
n

n∑
i=1
|xi − x|

• koeficient šikmosti: a3 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)3

s3n

• koeficient špičatosti: a4 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)4

s4n
− 3

Mějme dvourozměrný datový soubor

x1 y1
...

...
xn yn

, označme x a y průměry znaků a sx, sy směrodatné odchylky

znaků X , Y . Koeficient korelace (Pearsonův) je definován vztahem

rxy =
1

n

n∑
i=1

xi − x
sx

yi − y
sy

.

Lze jej vyjádřit ve tvaru
rxy =

sxy
sxsy

,

kde

sxy =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y)

je kovariance znaků X a Y . V přı́padě dvourozměrného souboru kvalitativnı́ch údajů, které jsou po složkách
ordinálnı́ho typu, je možno zjistit stupeň závislosti těchto dvou znaků. K měřenı́ takovýchto závislostı́ se použı́vá
Spearmanův korelačnı́ koeficient. Hodnotám xi, yi přiřadı́me pořadová čı́sla pi, qi (pořadı́ jednotlivých hodnot
při uspořádanı́ podle velikosti). Spearmanův koeficient (koeficient pořadové korelace) je potom definován
vztahem

ρ = 1−
6
∑n

i=1(pi − qi)2

n(n− 1)
.

Mějme dvourozměrný datový soubor. Řekneme, že dvojice (xi, yi) a (xj , yj) jsou ve shodě (concordant),
pokud platı́, že xi > xj a zároveň yi > yj nebo xi < xj a zároveň yi < yj . Řekneme, že nejsou ve shodě
(discordant), pokud xi < xj a zároveň yi > yj nebo xi > xj a zároveň yi < yj . V přı́padě, že xi = xj nebo
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yi = yj nemluvı́me ani o shodě, ani o neshodě. Označme počet dvoji ve shodě nc a počet dvojic, které ve shodě
nejsou nd. Kendallův korelačnı́ koeficient je definován vztahem

τ =
nc − nd

1
2n(n− 1)

.

Přı́klady k procvičenı́

1. U 30 žáků byly zjištěny hodnoty znaků X – známka z fyziky, Y – známka z chemie a Z – pohlavı́
(0. . . dı́vka, 1. . . chlapec).

Fyzika Chemie Pohlavı́ Fyzika Chemie Pohlavı́ fyzika Chemie Pohlavı́
1 2 1 2 3 1 3 4 0
2 3 1 2 3 0 5 4 0
2 3 0 2 2 0 2 1 0
4 5 1 4 5 0 2 2 0
2 1 1 3 3 1 3 1 1
4 3 1 3 4 1 3 4 0
2 2 1 2 3 1 2 1 1
4 2 0 2 2 0 1 1 0
3 3 0 5 3 1 1 1 1
4 5 0 3 2 1 1 2 0

Sestavte tabulky rozdělenı́ četnostı́ (jednorozměrné) pro známky z fyziky a chemie, zobrazte graficky.
Spočı́tejte základnı́ charakteristiky (průměr, výběrovou směrodatnou odchylku a rozptyl). Sestavte dvou-
rozměrnou tabulku bodového rozdělenı́ četnostı́ (známka z fyziky a chemie), vyjádřete graficky. To stejné
proved’te zvlášt’pro dı́vky a pro chlapce. [Datový soubor: znamky.txt]

2. U 40 pracovnı́ků byla sledována závislost počtu chybných operacı́ za směnu (Y) na délce zapracovánı́
v hodinách (X) s těmito výsledky

xi yi xi yi xi yi xi yi xi yi xi yi xi yi xi yi
3 2 2 4 1 5 2 6 4 3 3 6 2 5 3 5
4 3 2 6 3 3 4 4 1 6 5 2 4 1 4 2
1 4 4 1 2 7 4 3 2 4 3 3 1 6 1 7
4 5 2 5 3 4 3 5 2 5 2 3 5 4 4 4
4 2 5 3 5 1 3 4 5 1 3 4 3 4 5 2

Sestavte dvourozměrnou tabulku bodového rozdělenı́ četnostı́, vyjádřete graficky. Sestavte tabulky roz-
dělenı́ četnostı́ (jednorozměrné) pro počet chybných operacı́ a délku zapracovánı́, zobrazte graficky.
Spočı́tejte základnı́ charakteristiky (průměr, výběrovou směrodatnou odchylku a rozptyl).

[Datový soubor: chyby zapracovani.txt]
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