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Regresni modely

1 Regresni pfimka

Princip regresni analyzy nejdiive vysvétlime na jednoduchém modelu dvou ndhodnych veli¢in X a Y, kde
Y bude vysvétlovand proménnd a X bude vysvétlujici proménnd (regresor). Budeme predpoklddat, Ze mezi
vysvétlovanou proménnou Y a vysvétlujici proménnou X plati pfiblizné linedrni vztah. Méfeni nebo pozorovani
veli¢iny Y muiZe byt zatiZzeno ndhodnou chybou e.

Y =061+ X +e,

kde 31, (B2 jsou nezndmé parametry (nezndmé redlné konstanty), Y a e jsou ndhodné velic¢iny a X je dand redlna
proménnd. Déle pfedpokldddme, Ze pii hodnotich x1, xo, . . ., x, proménné X pozorujeme hodnoty y1, ..., ¥y,
proménné Y zatizené chybami e, ..., e,. Pozorovani vyhovuji modelu

Yi = B1+ Poxi +ei, i=1,..., n.

O chybéch ey, . . ., e, pfedpokladame, Ze jsou to nezavislé ndhodné veli¢iny, Ze jsou nesystematické, tj. stfedni
hodnota Fe; = 0, a homogenni, tj. Ze maji stejny rozptyl De; = o2, i = 1,...,n. Cilem je najit odhad
parametri 3, (32 a 2. PouZijeme k tomu metodu nejmensich étvercti. Ozna¢ime

S%(B1, B2) = Ze Z — (B1 + Baxi))”

=1

soucet ¢tvercti ndhodnych chyb e; a odhady 31, B2 parametrd 31, 82 stanovime tak, aby soucet ¢tvercl chyb
52 (B1, f2) nabyl minimédlni moZné hodnoty. Z matematiky je znimo, Ze nutnou podminkou pro existenci
extrému funkce dvou a vice proménnych je nulovost prvnich parcidlnich derivaci, tj. v nasem piipadé

052%(B1, P2) _ dS52(By, B2)
0p1 052

podminku postacujici pro minimum nemusime vysetfovat, nebot funkce S (81, 52) je ryze konvexni. Dostdvame
tedy

=0,

05 05" bus) Z (1) — 0.

asaﬁﬁzﬁ? = 22 — B1 — fawi) (=) = 0.

odkud ziskdme tzv. soustavu normalnich rovnic

n n
51n+ﬁ229€i = Zyia
i1

i=1
n n n
2
B1 g x; + B2 E x; = E Y-
Py =1 i=1
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Obr. 1: Linearn{ regresni model — pfimka

Vyfesime-li tuto soustavu (napf. Cramerovym pravidlem), obdrzime odhady parametrti
2
2?11 Yi Z?:l Ty — 2?11 g 2?11 TiYi 52 _n Z?zl TilYi — 2?11 L Z?zl Yi
2 2 9 - 2 P) .
n iy oy — (3 @) nY i v — (i @)

Tyto odhady lze také vyjadfit ve tvaru

Bi =

~ s Spy_ s
Blzy—ﬁ}/ﬂ:y—%l', /82: %a
s s
x X

kdez = 137" zyay=13T y jsou vyberové priméry, s2 = 1 3" | (z; — Z)? je vybérovy rozptyl
asgy = —5 31 (2;—Z)(y; —Y) je vybérova kovariance. P¥fmku o rovnici Y = (31 + 82X nazyvéme regresni
primkou, 317 32 jsou tzv. regresni koeficienty. Vypoctené regresni koeficienty Bl, BQ jsou nevychylenymi
odhady nezndmych parametrd (31, (2. Ddle hodnota ; = (1 + [2x; je predikovand hodnota y v bodé z;
aveli¢iny e; = y; — y; = y; — f1 — Pox; nazyvame rezidua. Ddle plati, Ze minimélni hodnota souctu ¢tverct
S? (B1, B2) je rovna

Se = S” (Bl, B2> = Zé? = Z(yi — i) = ny _Blzyi —322161%-
i=1 1 i=1 i=1 i=1

1=

2 = 1.8, je nevychylenym odhadem

Se nazyvame rezidualni soucet ¢tverca. Je mozné ukdzat, Ze veliCina s
. 2
rozptylu 02, a tedy plati Es? = o”.
Nésledujici tabulka uddva informaci o teploté (ve stupnich Celsia) v jednom mésté a mnozstvi zmrzliny
(v kilogramech) prodanych v osmi ndhodné vybranych cukrarnich.

teplota 34 30 25 32 37 39 31 26
zmrzlina 94 79 56 90 105 126 72 53

Vysvétlovanou proménnou je v tomto pripadé mnozstvi zmrzliny, vysvétlujici proménnou potom teplota ve
mésté. Metodou nejmensich ¢tvercti odhadneme parametry regresni pfimky

7= —71,780 + 4,918z.
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Obr. 2: Regresni pfimka — zavislost mnozZstvi prodané zmrzliny na teploté

2 Linearni regresni model

Zobecnime predchozi vysledky a budeme ptfedpokladat, Ze je potieba modelovat néjakou sledovanou (hiife
dostupnou ¢i nesnadno méfitelnou) ndhodnou veli¢inu Y (tzv. vysvétlovana veli¢ina nebo odezva) pomoci
jinych sndze dostupnych veli¢in X1, X, ..., Xi (nazyvanych vysvétlujici proménné nebo regresory).

Vyjdeme ze situace, kdy piislusna statisticka data obsahuji n nezavislych pozorovani vysvétlované proménné
Y aodpovidajicich n pozorovani kazdého zregresord X1, X, .. ., Xi. Budeme piedpokladat, Ze i-té pozorovani
vysvétlované proménné Y 1ze modelovat rovnici:

yi = Brwir + Bawia + -+ - + Brak + €4, (1)
kde
1. y; jei-té pozorovani Y,i=1,...,n,
2. w;; je i-té pozorovéni regresoru X;, i =1,...,n,7=1,... k,
3. Bj,j =1,...,k, jsou nezndmé parametry,
4. e;, 1 =1,...,n, jsou nezndmé ndhodné chyby, které vznikaji pfi pozorovini vysvétlované proménné Y

a které nemtiZeme pfimo pozorovat ani méfit.

Pritom dale pfedpokldddme, Ze x;; jsou pevné dané zndmé redlné hodnoty a veliCiny Y; a e; jsou ndhodného
charakteru (ndhodné veliiny). Na jejich pravdépodobnostni rozdéleni klademe nasledujici predpoklady:
(P1) Stfedni hodnota Fe; = 0,7 = 1,..., n, tj. ndhodné chyby jsou nesystematické.
(P2) Rozptyl De; = 0%,i =1, ..., n, tj. ndhodné chyby jsou homogenni se stejnym nezndmym rozptylem o2.

(P3) Kovariance C(e;,e;) = 0,7 #1, i, l =1,..., n,tj. ndhodné chyby jsou nekorelované.
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Model dany rovnici (1) spolu s pfedpoklady (P1), (P2), (P3) se nazyva linedrni regresni model (LRM)'.
Funkci, kterd popisuje zavislost vysvétlované proménné Y na regresorech X1, X», ..., Xj pak nazyvame
regresni funkci.

Odhad parametrti v linearnim regresnim modelu (1) provedeme opét metodou nejmensich ¢tvercti. Model
nejdiive zapiSeme v maticovém tvaru. Oznacme:

Y1 el B1
Til o Tk
Y2 €2 ' ' 65
Y = : , €= . 5 X = : : 5 /6 = .
: x 1 o« o e x k .
Yn €n " " /Bk

Pak model (1) 1ze vyjadfit jednoduchym z4pisem
Y =X3+e.
Odhad nezndmych parametrd pak stanovime feSenim soustavy linedrnich rovnic
X'X3 = XY - tzv. normalni rovnice.

Jejich feSeni snadno nalezneme za piedpokladu, Ze matice X'X je reguldrni a tedy existuje inverzni matice
0.4 X)fl. Za tohoto ptredpokladu fikdme, Ze model je plné hodnosti. V modelu plné hodnosti 1ze feSeni
normdlnich rovnic zapsat ve tvaru

3= (x'X)"'X'Y.
Pro rezidualni soucet ¢tvercl zapsany v maticovém tvaru pak dostaneme vyjadieni

S.= (Y - XB) (Y - XB) =YY - X'Y.

Dale budeme pracovat jenom s modely plné hodnosti. Uvedeme nyni dva priklady linedrnich regresnich modeli:
regresni paraboly a modelu se dvéma linedrnimi regresory. Nejprve budeme uvaZovat model, kdy vysvétlovand
proménnd Y je kvadratickou funkci vysvétlujici proménné X, tvaru:

yi:51+52$i+ﬂ3x?+ei, 1=1,..., n.

Ziejmé jde o specidlni pfipad LRM (linearniho vzhledem k nezndmym parametrim (31, 52, 83). V maticovém
zépisu tohoto modelu je:

1 1 l‘% n n 9
1 x3 ) o 271’1:1 x Z%:l x;
X = : : : VXX = | Yl Yar Y |,
) ) P Z:‘L:l 9312 Z:‘L:l 93? Z?:l 9321
1 Tn z;

XY = 2%21 x;yz
D ie1 TiY;

!Casto se v linedrnim regresnim modelu predpoklddd, e prvni regresor je konstanta, potom pozorované hodnoty i1 = 1,4 =
1,...,n amodel ma tvar y; = 81+ Baxio + -+ - + Brxik + €.
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2.1 Regresni parabola

Za predpokladu, Ze model je plné hodnosti, 1ze odhad B vektoru 3 ziskat feSenim rovnic X'X3 = X'Y ve
tvaru B = (X’X)"1X"Y. Potom lze rezidudlni soucet tverct S, vyjadfit ve tvaru

n n n n
Se=> yi—B > yi—Ba > ziyi—PBs > @ty
i=1 i=1 i=1 i=1

a odhad rozptylu 02 je s? = S, /(n — 3).

Priklad. U automobilu Trabant se méfila spotieba paliva v litrech na 100 km (Y') v zdvislosti na jeho rych-
losti (X).

Rychlost | 40 50 60 70 80 90 100
Spotfeba | 6,1 58 60 65 68 8,1 10,0

Odhadnuté parabolicka regresni funkce ma tvar

7 = 11,39386 — 0,207262 + 0,0019172z2.

Predpokladejme, Ze vysvétlovand proménna Y muze zdviset na dvou regresorech X a Z (pouZivame oznaceni

spotfeba paliva na 100 km

40 50 60 70 80 0 100

rychlost Trabantu

Obr. 3: Regresni parabola — zavislost spotieby paliva na rychlosti

X misto X; a Z misto Xo, které je v aplikacich tohoto typu Casté). K dispozici je n nezavislych pozorovani
veli€iny Y pfi danych n hodnotich veli¢in X a Z. Vyjdeme z modelu

yi = b1+ Poxi+ B3z + e, i=1,..., n,

ktery je specidlnim piipadem obecného linedrniho regresniho modelu Y = X3 + e.

2.2 Dva linearni regresory

Matice v modelu maji tvar

1 I1 Z1 n n

1 T9 29 . nn Z;‘L:I T Znizl Z
X= : : : XX = Yiwm >y 3312 dic1 Tizi |

) ) ) Z?:l Zi Z?:1 LiZg Z?:l 21‘2

1 Tn Zn
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Z?:l Yi
D1 TiY;
Z?:l ZiYi

Pak uzitim metody nejmensich ¢tverct dostaneme odhad B = (X X)le’ Y.
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Priklad. Vyrobce nealkoholickych ndpojti ma zajem analyzovat potiebny Cas k servisu (doplnéni lahvi pfipadné
maly servis zafizeni) automatd na vydej lahvi s t€émito napoji. Celkovou dobu doplnéni lahvi je tfeba predikovat
pomoci dvou dostupnych proménnych: pocet lahvi, které je tfeba doplnit do automatu, a vzdédlenost, kterou
musi 4drzbar ujit. Vysvétlovanou proménnou je v tomto piipadé celkovy cas, vysvétlujici proménné jsou pocet

doplnénych lahvi a vzdalenost.

cas 16,68 11,5 12,03 14,88 13,75 18,11 8 17,83 79,24 21,5
pocet lahvi 7 3 3 4 6 7 2 7 30 5
vzdilenost 560 220 340 80 150 330 110 210 1460 605
cas 40,33 21 13,5 19,75 24 29 1535 19 9,5 35,1
pocet lahvi 16 10 4 6 9 10 6 7 3 17
vzdilenost 688 215 255 462 448 776 200 132 36 770
cas 17,9 52,32 18,75 19,83 10,75
pocet lahvi 10 26 9 8 4
vzdilenost 140 810 450 635 150
Metodou nejmensich ¢tvercti ziskdme odhad regresni funkce
y=2,341+ 1,616z + 0,014z.
o o . /;;’—f”/’:/ﬁ - 7":/:::” »
,m < T /- :' Z ”/// e -7 o
; - "@f,? = 150 8
&t “& ] ‘ ! 1000
- 500 S
°0 5 10 15 20 25 30 °
pocet lahvi

Obr. 4: Regrese se dvéma linedrnimi regresory —zdvislost ¢asu potiebného na servis na poctu piipadti dopliiovani
automatu a vzdalenosti, kterou musi udrZbar ujit

Nékteré typy linedrnich regresnich funkci:

e pifmkovd regrese Y = (1 + (52X,
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hyperbolickd regrese Y = 51 + @,

logaritmicka regrese Y = 51 + B2 In X

parabolicka regrese Y = 31 + B2 X + 33X 2

polynomickd regrese Y = 51 + (o X + - + 3, X?
Neékteré typy nelinedrnich regresnich funkef:
e exponencidlni regrese Y = 315,

e mocninnd regrese Y = £, X7

Priklady k procvic¢eni

1. Byla zjisténa vyska otct a vyska jejich nejstar§ich synd [v cm].

otec| 165 178 158 170 180 160 170 167 185 165 173 175
syn |162 184 163 170 189 165 177 170 187 176 171 183

a) Sestrojte bodovy graf.
b) Urcete regresni primku a nakreslete jeji graf.

¢) Odhadnéte primérnou vysku syna pfi vySce otce 178 cm.

[Datovy soubor: vyska_otec_syn.txt]

2. O 7 vybranych strojich v urcitém podniku mame informace o jejich stafi (v letech) a tydennich ndkladech
na jejich udrZzbu (v K¢):

starf stroje | 1 1 3 3 5 6 7
néklady 35 52 81 105 100 125 120

a) Sestrojte bodovy graf.
b) Urcete regresni piimku a nakreslete jeji graf.

c) Urcete regresni logaritmickou kfivku a nakreslete jeji graf.

[Datovy soubor: stari_stroje_naklady.txt]

3. Zajimame se o brzdnou drdhu 63 automobilll v zdvislosti na vychozi rychlosti. K dispozici je celkem
n = 63 méfeni. Proménna rychlost udava vychozi rychlost (mile/hod.) pred za¢atkem brzdéni, promé€nnd
drdha pak uddvé odpovidajici brzdnou drdhu uvedenou ve stopach.
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Rychlost 4 5 5 5 5 7 7 8 8 8

Dréha 4 2 8 8 4 6 7 9 8 13
Rychlost 8 9 9 9 10 10 10 12 12 12
Draha 11 5 13 5

Rychlost 13 13 13 14 14 15 16 16 16 17
Dréha 18 27 15 14 16 16 19 14 34 29
Rychlost 17 18 18 18 19 20 21 21 21 22
Dréha 22 47 29 34 30 48 55 39 42 35
Rychlost 24 25 25 25 25 26 26 27 27 28
Draha 56 33 59 48 56 39 41 78 57 64
Rychlost 28 29 29 30 30 30 31 35 35 36
Dréha 84 68 54 60 101 67 77 8 107 79
Rychlost 39 40 40

Draha 138 110 134

a) Sestrojte bodovy graf.

b) Urcete regresni piimku a nakreslete jeji graf.

c¢) Urcete regresni parabolu a nakreslete jeji graf.

d) Odhadnéte brzdnou drdhu pro rychlost 25 mil/hod.

[Datovy soubor: brzdna_draha.txt]

4. V padesitych letech doslo k uniku radioaktivniho odpadu ze sklddky v Hanfordu ve staté¢ Washington
do feky Columbia River. V deviti okrscich niZe po proudu ve stat¢ Oregon bylo pocitdno vystaveni
radioaktivité X (na zdkladé vzdalenosti od Hanfordu a vzdalenosti priimérného obyvatele od feky apod.).
Soucasné se sledovala umrtnost na rakovinu Y (dmrtnost na 100 000 lidi za rok v letech 1959-64).
Ziskané udaje jsou shrnuty v ndsledujici tabulce.

okrsek radioaktivni vystaveni X | imrtnost na rakovinu Y
Clatsop 8,3 210
Columbia 6,4 180
Cilliam 34 130
Hood River 3,8 170
Morrow 2,6 130
Portland 11,6 210
Sherman 1,2 120
Umatilla 2,5 150
Wasco 1,6 140

Pro dany datovy soubor odhadnéte parametry téchto modelti:
Yi=00+ iz +e,i=1,...,n
Yi=0o+Pilnz; +¢€,i=1,...,n.
[Datovy soubor: radiace_umrtnost.txt]

5. Cilem studie bylo nalézt zavislost mezi télesnym tukem lehkych atletii-béZca y, ktefi trénuji asi 12 hodin,
a zkonzumovanym tukem v jejich kaZzdodennf stravé z. U ndhodného vzorku 18 béZci byl méfen jejich
télesny podkoZni tuk y [%] a sledovan v zdvislosti na zkonzumovaném tuku ve stravé x [%].
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22,0 | 30,0 | 240 | 22,0 | 21,0 | 36,0 | 140 | 17,0 | 20,0
9,80 | 9,70 | 12,00 | 11,70 | 11,60 | 11,60 | 8,00 | 8,60 | 10,40
21,0 | 35,0 | 37,0 | 32,0 | 350 | 35,0 | 26,0 | 24,0 | 14,0
9,70 | 11,20 | 10,80 | 10,90 | 12,30 | 11,50 | 7,80 | 10,20 | 7,90

SR NSO

Pro dany datovy soubor odhadnéte parametry téchto modelt:
Yi=0Bo+ prxi+e,i=1,...,n
Y, =B+ % +e€,i=1,...,n. [Datovy soubor: tuk_sportovci.txt]

6. U automobilu byla zméfena spotfeba Y v zdvislosti na rychlosti X. Udaje jsou v tabulce

Rychlost [km/hod.] | 40 50 60 70 80 90 100 110
Spotfeba [I/100 km] | 5,7 54 52 52 58 60 75 &l

Pro dany datovy soubor odhadnéte parametry téchto modelii:
Yi=po+brixi+e,i=1,...,n
Yi=Po+pilna; + faaf +ei=1,....n. [Datovy soubor: rychlost_spotreba.txt]

7. Data popisuji vysledky vstupnich zdravotnich testd uchazect o sluzbu u policie.

Tlak 66 87 85 59 76 77 70 66 75 66
Hmotnost 87,36 117,6 82,85 62,32 82 102 70,12 88,07 77,96 74,33
Tuk 16,98 27,6 6,61 326 19 27 6,88 18,8 18,87 8,15
Tlak 74 68 72 76 94 63 80 67 77 78
Hmotnost 56,2 81,75 80,24 74,81 61,98 95,23 72,48 92,45 104,56 66,2
Tuk 3,44 20,31 12,96 12,42 3,58 12,91 11,34 17,5 18,93 10,94
Tlak 77 67 78 78 80 95 76 78 73 80
Hmotnost 87,16 82,42 64,11 81,57 99,85 78,49 87,13 65,64 51,76 67,14
Tuk 17,72 9,55 9,54 13,1 17,75 9,57 1852 64 2,86 4,31
Tlak 81 61 65 69 66 75 72 66 93 77
Hmotnost 78,74 86,83 70,48 72,67 85,86 84,86 66,97 68,33 63,34 85,72
Tuk 16,26 9,72 6,29 437 1443 17 58 8,14 3,63 23,61
Tlak 68 71 84 81 74 79 89 79 80 67
Hmotnost 89 95,17 84,19 63,12 70,01 82,11 71 94,56 70,91 79,19
Tuk 18,83 19,16 15,83 8,777 6,61 22,22 8,29 26,82 9,32 19,9

Popiste vhodnym regresnim modelem (pokud to lze) zavislost tlaku na hmotnosti a procenta tuku v téle.
Najdéte vhodny model pro popis zdvislosti hmotnosti na procentech tuku v téle.
[Datovy soubor: vstupni_testy.txt]



