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Bodové a intervalové odhady parametrt
v regresnim modelu

1 Odhady parametrt
1.1 Bodové odhady

Mgjme linedrni regresni model (LRM)

Y =X3+e,
kde
e
1 1 T11 L1k B1
Y2 e B2
Y = . , €= ) X = ) 16 =
T x
Yn €n nl nk /Bk

Odhady nezndmych parametrd metodou nejmensich ¢tvercd jsou dany
3= (xX'X)"'X'Y,
rezidudlni soucet ¢tvercu je
S.= (Y -XB)Y(Y -XB)=Y'Y - 3XY.
Odhady parametrti B jsou nevychylené,
EB=E(X'X)'X'Y = (X'X) ' X'EY = (X'X) ' X'X3 = 8,
rezidualni soudet tverci normovany konstantou n — k nevychylenym odhadem rozptylu o2

— 1 1 n N
Uz:szzn—ksz:n—kg (yi — 51)°
i=1

Za predpokladd normality 1ze provadét testy hypotéz o parametrech uvazovaného modelu Déle 1ze na zdkladé
uvedenych vysledkt konstruovat intervaly spolehlivosti pro nezndmé parametry a také konstruovat intervaly
spolehlivosti pro predikované hodnoty odezvy Y pri danych hodnotach regresora.

Predpoklddejme nyni, Ze ndhodné chyby e;,i = 1...,n v linedrnim regresnim modelu maji normalni roz-
délen{ s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem 2. Potom maji odhady 3;,j = 1, ..., k regresni koeficientd j3;
normélni rozdé€lenti, tedy plati @ ~ N(p;, D(BAJ)), kde rozptyly D( BA]) jsou dany:

D(B\l) = Uthlv D(BQ) = U2h22, ey D(B\k) = Uthk?

pri€emZ hii, hag, . .., hgk jsou prvky na hlavni diagondle matice H = (X'X)~!. Rozptyly odhadi regresnich
parametrii odhadneme D(3;) = s?h;;, druhé odmocniny téchto odhadd

s(Bj) = \/s%hyj
se nazyvaji smérodatné chyby odhadd regresnich parametra.
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1.2 Intervalové odhady

Vychodiskem pro konstrukci intervalli spolehlivosti pro parametry (3; linedrniho regresniho modelu jsou sta-
tistiky 7' = (B8; — B;)/s(B;), které maji Studentovo rozdéleni s n — k stupni volnosti. Oboustranny interval
spolehlivosti pii riziku odhadu o ma potom tvar

Bj —ti_asp(n—k) - s(B;) < Bj < Bj +ti_asa(n — k) - s(B;),

kde t1_,/o(n — k) oznacuje kvantil Studentova rozd€len.
Priklad. Nasledujici tabulka udava informaci o teploté (ve stupnich Celsia) v jednom mésté a mnozstvi zmrzliny
(v kilogramech) prodanych v osmi ndhodné vybranych cukrdrnich.

teplota 34 30 25 32 37 39 31 26
zmrzlina 94 79 56 90 105 126 72 53

Odhad regresni piimky je
y=—T1,789 + 4,918z,

s(B1) = 14,4079, s(B2) = 0,4492, pro v = 0,05 je t;_o/a(n — k) = toor5(8 — 2) = 2,44691, potom 95%
intervaly spolehlivosti odhady pro parametry regresni pifimky jsou

—107,02355 < 31 < —36,51376,

3,81888 < B3 < 6,01695.

Priklad. U automobilu Trabant se méfila spotieba paliva v litrech na 100 km (Y") v zdvislosti na jeho rychlosti
(X).

Rychlost | 40 50 60 70 80 90 100
Spotfeba | 6,1 58 60 65 68 8,1 10,0

Odhadnuté parabolicka regresni funkce mé tvar
7 = 11,392857 — 0,207262z 4 0,0019172>.

s(B1) = 1,1630215, s(B2) = 0,0351065, s(F3) = 0,0002489 pro o = 0,05 je t1_o(n—k) = to,975(7—3) =
2,776445, potom 95% intervaly spolehlivosti odhady pro parametry parabolické regresni funkce jsou

8,163792 < 81 < 14,6219225,

—0,304733 < B < —0,1097905,
0,001226 < B3 < 0,0026076.

Priklad. Vyrobce nealkoholickych ndpoji ma zdjem analyzovat potfebny ¢as k servisu (doplnén{ lahvi ptipadné
maly servis zafizen{) automatd na vydej lahvi s t€émito napoji. Celkovou dobu doplnéni lahvi je tfeba predikovat
pomoci dvou dostupnych proménnych: pocet lahvi, které je tfeba doplnit do automatu, a vzdédlenost, kterou
musi 4drzbar ujit. Vysvétlovanou proménnou je v tomto piipadé celkovy cas, vysvétlujici proménné jsou pocet
doplnénych lahvi a vzdalenost.
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Cas 16,68 11,5 12,03 14,88 13,75 18,11 8 17,83 79,24 21,5
pocet lahvi 7 3 3 4 6 7 2 7 30 5
vzddlenost 560 220 340 80 150 330 110 210 1460 605
cas 40,33 21 13,5 19,75 24 29 15,35 19 9,5 35,1
pocet lahvi 16 10 4 6 9 10 6 7 3 17
vzddlenost 688 215 255 462 448 776 200 132 36 770
cas 17,9 52,32 18,75 19,83 10,75
pocet lahvi 10 26 9 8 4
vzddlenost 140 810 450 635 150

Metodou nejmensich ¢tvercu ziskame odhad regresni funkce
y=2,34123 + 1,61591x + 0,01438z.

s(B1) = 1,096730, s(B2) = 0,170735, s(fB3) = 0,003613 pro & = 0,05 je t1_o/a(n — k) = tog75(25 — 3) =
= 2,073873, potom 95% intervaly spolehlivosti odhady pro parametry parabolické regresni funkce jsou

0,066752 < 81 < 4,615710,

1,261825 < B2 < 1,969990,
0,006892 < 3 < 0,021878.

2 Predikce

Hlavn{ vyuziti regresniho modelu je odhad hodnoty vysvétlované proménné (resp. jeji primérné hodnoty) pro
danou hodnotu vysvétlujici proménné, piip. proménnych. Oznaéime x¢ = (o1, Zo2, - - - , Tox) vektor hodnot
vysvétlujicich proménnych, pro néZ chceme odhadnout primérnou (stfedni) hodnotu vysvétlované proménné Y
(jednd se o tzv. podminénou stfedni hodnotu E(Y'[xo). Budeme ji déle znait iy |, - Tedy py|x, = E(Y[x0).
Nestrannym odhadem fiy|, je

Hy|x, = B17o1 + P20z + -+ - + BrTok-
Pro konstrukci intervalu spolehlivosti pro regresni funkci se pouzije statistika

_ Hylxe — HY|xo

13 =
S(/J'Y|Xo)

kterd md Studentovo rozdéleni s n — k stupni volnosti, s(fiy|x,) = $+/XyHxo je smérodatnd chyba (odchylka)
bodového odhadu iy |y, . Odtud lze odvodit vztah pro oboustranny intervalovy odhad.

ﬂY|x0 - tl—a/2(n - k) ’ S(ﬁY\xo) < Ky |xg < ﬁY|xo + tl—a/2(n - k) ’ S(ﬁY\xo)'

Zajimé-li nds interval spolehlivosti pro predikci veliiny Y v bodé xo = (z01, Zo2, - - -, ok ), tedy interval
spolehlivosti pro pozorovani Yy = iy |x, + €0, kde eg je ndhodnd chyba tohoto pozorovéni v bodé€ x¢, dostaneme
s vyuZitim uvedeného modelu

Yy — ti—aj2(n —k)- s(Yo) < Yo < Yo + ti—aj2(n—k)- s(Yo).
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L

kde 570 = 315601 + ngog + .-+ Bkl“o}c a smérodatnd chyba odhadu }A/O je rovna

Ur¢ime mnozstvi prodané zmrzliny pro teplotu 33 °, které lze oCekavat na zakladé spocitané piimkové
regresni funkce
y=—71,789 4 4,918.

Bodovy odhad je y(30) = —71,789 + 4,918 - 33 = 90,522. Oznalme

34
30
25
32
37
39
31
26

>
o
\
N
il
N
I
[ T T o S =TSN SO SN

6,1432836  —0,189552239
—0,1895522  0,005970149

Smérodatnd chyba bodového odhadu regresni funkce je
sty |x,) = 81/xoHxo = 2,130515

85,30920 < fiy |y, < 95,73557,

H=XX)"!= ( ) , 8 = 5,813007.

Intervalovy odhad je
t0,075(6) = 2,446912. Smérodatnd chyba pro jedno pozorovani Y je

s(fiyjxo) = 51/ 1 +xpHxo = 6,191134

75,37323 < Yy < 105,67155.

Intervalovy odhad je
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Priklady k procvi¢eni

1. Byla zjisténa vyska otct a vySka jejich nejstar§ich synt [v cm].

otec 165 178 158 170 180 160 170 167 185 165 173 175
syn [ 162 184 163 170 189 165 177 170 187 176 171 183

a) UrCete bodové odhady parametrt regresni piimky, rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby téchto
odhadt a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro parametry regresni pfimky.

b) Odhadnéte vysku syna pri vysce otce 180 cm, urcete interval 95% interval spolehlivosti pro regresni
funkci 1 pro predikci v tomto bodé¢.

[Datovy soubor: vyska_otec_syn.txt]

2. O 7 vybranych strojich v urcitém podniku mame informace o jejich stafi (v letech) a tydennich ndkladech
na jejich ddrzbu (v K¢):

staff stroje | 1 1 3 3 5 6 7
ndklady 35 52 81 105 100 125 120

a) Urcete bodové odhady parametrii regresni piimky, rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby téchto
odhadt a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro parametry regresni pfimky.

b) Urcete bodové odhady regresni logaritmické kfivky, rezidualni rozptyl, smérodatné chyby téchto
odhadt a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro parametry regresni pfimky.

¢) Pro oba modely urcete interval 95% interval spolehlivosti pro regresni funkci i pro predikci pro stari
stroje 4 roky.

[Datovy soubor: stari_stroje_naklady.txt]

3. Zajimame se o brzdnou drdhu 63 automobilll v zavislosti na vychozi rychlosti. K dispozici je celkem
n = 63 méfeni. Promé&nna rychlost udava vychozi rychlost (mile/hod.) pfed za¢atkem brzdéni, proménna
drdha pak udava odpovidajici brzdnou drdhu uvedenou ve stopach.

Rychlost 4 5 5 5 5 7 7 8 8 8
Dréha 4 2 8 8 4 o6 7 9 g8 13
Rychlost 8 9 9 9 10 10 10 12 12 12
Dréha 11 5 13 5 g8 17 14 11 21 19
Rychlost 13 13 13 14 14 15 16 16 16 17
Draha 18 27 15 14 16 16 19 14 34 29
Rychlost 17 18 18 18 19 20 21 21 21 22
Dréha 22 47 29 34 30 48 55 39 42 35
Rychlost 24 25 25 25 25 26 26 27 27 28
Dréha 56 33 59 48 56 39 41 78 57 64
Rychlost 28 29 29 30 30 30 31 35 35 36
Dréha 84 68 54 60 101 67 77 8 107 179
Rychlost 39 40 40

Dréha 138 110 134




" a
* K
o *
2 * -
*
evropsky A
socialni : MINISTERSTVO SKOLSTWVI, OF Vedldvini UNIVERZITA
fondvCR EVROPSKAUNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceachopnost OBRANY

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

a) Urcete bodové odhady parametri regresni piimky, rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby téchto
odhadt a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro parametry regresni pfimky.

b) Urcete bodové odhady parametrti kvadratické regresni funkce, rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby
téchto odhadut a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro parametry této regresni funkce.

¢) Odhadnéte brzdnou drahu pro rychlost 20 mil/hod pomoci obou modelli. Pro oba modely urcete
interval 95% interval spolehlivosti pro regresni funkci i pro predikci pro rychlost 20 mil/hod.

[Datovy soubor: brzdna_draha.txt]

4. V padesatych letech doslo k uniku radioaktivniho odpadu ze skladky v Hanfordu ve stat¢ Washington
do feky Columbia River. V deviti okrscich niZe po proudu ve stdt¢ Oregon bylo pocitino vystaveni
radioaktivité X (na zakladé vzdélenosti od Hanfordu a vzdalenosti primérného obyvatele od feky apod.).
Soucasné se sledovala imrtnost na rakovinu Y (dmrtnost na 100 000 lidi za rok v letech 1959-64).
Ziskané didaje jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

okrsek radioaktivni vystaveni X | dmrtnost na rakovinu Y
Clatsop 8,3 210
Columbia 6,4 180
Cilliam 34 130
Hood River 3,8 170
Morrow 2,6 130
Portland 11,6 210
Sherman 1,2 120
Umatilla 2,5 150
Wasco 1,6 140

Pro dany datovy soubor odhadnéte parametry téchto modelt:
Yi=po+bixrite,i=1,...,n
Yi=0o+filnz +e,i=1,...,n.

a) Pro regresni pfimku urCete rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby odhadii regresnich parametrti
a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro tyto parametry.

b) Pro logaritmickou regresni kiivku urcete rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby odhadd regresnich
parametrl a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro tyto parametry.

¢) Odhadnéte dmrtnost pro hodnotu radioaktivni vystaveni 8§ pomoci obou modeld. Pro oba modely
urcete interval 95% interval spolehlivosti pro regresni funkci i pro predikci pro hodnotu radioaktivni
vystaveni 8.

d) Pro oba modely zkonstruujte pasy spolehlivosti pro regresni funkce a predikované hodnoty, vysledky
zobrazte graficky.

[Datovy soubor: radiace_umrtnost.txt]

5. Cilem studie bylo nalézt zavislost mezi télesnym tukem lehkych atletii-b&Zct y, ktefi trénuji asi 12 hodin,
a zkonzumovanym tukem v jejich kaZzdodenni stravé . U ndhodného vzorku 18 b&Zcii byl méfen jejich
télesny podkozni tuk y [%] a sledovan v zdvislosti na zkonzumovaném tuku ve stravé x [%].
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22,0 | 30,0 | 240 | 22,0 | 21,0 | 36,0 | 14,0 | 17,0 | 20,0
9,80 | 9,70 | 12,00 | 11,70 | 11,60 | 11,60 | 8,00 | 8,60 | 10,40
21,0 | 350 | 37,0 | 32,0 | 350 | 350 | 26,0 | 24,0 | 14,0
9,70 | 11,20 | 10,80 | 10,90 | 12,30 | 11,50 | 7,80 | 10,20 | 7,90

< RIQ 8

Pro dany datovy soubor odhadnéte parametry téchto modelti:
Yi=po+ b +e,i=1,...,n
Yi:BO‘F%—FGi,Z’:l,...,n.

a) Pro regresni pfimku urCete rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby odhadi regresnich parametrt
a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro tyto parametry.

b) Pro hyperbolickou regresni kfivku urcete rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby odhadui regresnich
parametrt a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro tyto parametry.

¢) Odhadnéte mnozstvi podkozniho tuku pro hodnotu tuku ve stravé 30 % pomoci obou modelt. Pro
oba modely urcete interval 95% interval spolehlivosti pro regresni funkci i pro predikci hodnotu
tuku ve stravé 30 %.

d) Prooba modely zkonstruujte pasy spolehlivosti pro regresni funkce a predikované hodnoty, vysledky
zobrazte graficky.

[Datovy soubor: tuk_sportovci.txt]

6. U automobilu byla zm&fena spotieba Y v zdvislosti na rychlosti X . Udaje jsou v tabulce

Rychlost [km/hod.] | 40 50 60 70 80 90 100 110
Spotfeba [I/100 km] | 5,7 54 52 52 58 60 7,5 81

Pro dany datovy soubor odhadnéte parametry téchto modelti:
Yi=p0o+ b1z +e,i=1,...,n
Y; =00+ filnz; + Por? +e6,i=1,...,n.

a) Pro regresni pfimku urcete rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby odhadii regresnich parametrti
a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro tyto parametry.

b) Pro logaritmickou regresni kiivku uréete rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby odhadd regresnich
parametrti a zkonstruujte 95% intervaly spolehlivosti pro tyto parametry.

¢) Odhadnéte spotfebu pro hodnotu rychlosti 75km/hod. pomoci obou modeli. Pro oba modely
urcete interval 95% interval spolehlivosti pro regresni funkci i pro predikci pro hodnotu rychlosti
75 km/hod.

d) Pro oba modely zkonstruujte pasy spolehlivosti pro regresni funkce a predikované hodnoty, vysledky
zobrazte graficky.

[Datovy soubor: rychlost_spotreba.txt]

7. Data popisuji vysledky vstupnich zdravotnich testli uchazecii o sluZbu u policie.
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Tlak 66 87 85 59 76 77 70 66 75 66
Hmotnost 87,36 117,6 82,85 62,32 82 102 70,12 88,07 77,96 74,33
Tuk 16,98 27,6 6,61 326 19 27 6,88 18,8 18,87 8,15
Tlak 74 68 7276 94 63 80 67 77 78
Hmotnost 56,2 81,75 80,24 74,81 61,98 95,23 72,48 92,45 104,56 66,2
Tuk 3,44 20,31 12,96 12,42 3,58 12,91 11,34 17,5 18,93 10,94
Tlak 77 67 78 78 80 95 76 78 73 80
Hmotnost 87,16 82,42 64,11 81,57 99,85 78,49 87,13 65,64 51,76 67,14
Tuk 17,72 9,55 9,54 13,1 17,75 9,57 18,52 64 2,86 431
Tlak 81 61 65 69 66 75 72 66 93 77
Hmotnost 78,74 86,83 70,48 72,67 85,86 84,86 66,97 68,33 63,34 85,72
Tuk 16,26 9,72 6,29 437 1443 17 58 8,14 3,63 23,61
Tlak 68 71 84 81 74 79 89 79 80 67
Hmotnost 89 95,17 84,19 63,12 70,01 82,11 71 94,56 70,91 79,19
Tuk 18,83 19,16 15,83 8,777 6,61 22,22 829 26,82 932 199

Popiste vhodnym regresnim modelem (pokud to 1ze) z4vislost tlaku na hmotnosti a procenta tuku v téle.
Najdéte vhodny model pro popis zavislosti hmotnosti na procentech tuku v téle.

a) Urcete rezidudlni rozptyl, smérodatné chyby odhadii regresnich parametrii a zkonstruujte 95%
intervaly spolehlivosti pro oba modely.

b) Pro model popisujici zdvislost hmotnosti na procentu tuku v téle odhadn€ hmotnost pro hodnotu tuku
20 %. Spoctete 95% intervaly spolehlivosti pro hodnotu regresni funkce i predikovanou hodnotu
v tomto bod¢.

[Datovy soubor: vstupni_testy.txt



