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Testovani hypotéz o parametrech regresniho modelu

1 Testy vyznamnosti parametru

M¢jme lineédrni regresni model (LRM)

Y =X3+e,
kde
e
Y1 1 - - B1
Y2 €2 B2
Y = . , €= 5 X = ; 16 =
. : x o« o e x .
Yn €n nl nk /Bk

Odhady neznamych parametrd metodou nejmensich ¢tvercd jsou dany
o~ -1
B= (X' X) XY,
rezidudlni soucet ¢tverct je

S.= (Y -XB)Y(Y -XB)=Y'Y - BXY.

Predpoklddejme nyni, Ze ndhodné chyby e;,7 = 1. .., n v linedrnim regresnim modelu maji normélni rozdéleni
s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem 2. Potom maji odhady Bj,j = 1,...,k regresni koeficienti [3;

normélni rozdé€lenti, tedy plati BAJ ~ N(p;, D(B\])), kde rozptyly D( BAJ) jsou dany:
D(B1) = 0%h11, D(B2) = 0%haa, ..., D(Bx) = 0 hy,

pfi¢emZ hi1, haa, . . ., Ay jsou prvky na hlavni diagondle matice H = (X' X)~!. Rozptyly odhadi regresnich
parametrti odhadneme D(3;) = s?h;;, druhé odmocniny té&chto odhadd

s(By) = \/5%hy;

se nazyvaji smérodatné chyby odhadii regresnich parametr(. Testy vyznamnosti parametri 3;, j = 1,...,k
(jejich nenulovosti) jsou zaloZeny na statistikdch
=20
s(B;)

které maji Studentovo rozdéleni s n — k stupni volnosti.
Budeme testovat nulovou hypotézu H: 3; = 0 proti alternativni hypotéze A: 3; # 0. Pfi platnosti nulové
hypotézy m4 statistika

Bi=B8i _Bi—=0_ B

s(B;)  s(B;)  s(By)
Studentovo rozdéleni s n — k stupni volnosti. Kritickou hodnotou odpovidajici hladiné vyznamnosti « je tedy
kvantil ¢;_a (n — k).
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2 Test vyznamnosti modelu

Zitejmé plati, Ze y; — vy = (y; — ¥i) + (yi — Y). Lze ukdzat, Ze také plati

n n n

-0 => Wi—-0)*+> @ -9~ Sy =S+ Sr,
i=1

i=1 i=1
kde

o celkovy soudet étverct Sy = Y'Y — ng?

n n

Sy =3 (i~ 9 = n-2(9), ke %) =~ > (31~ )’

i=1 =1

~/
e rezidudlni soucet étverci S. = Y'Y - 8 X'Y

n n

Se =Y (yi —0)* = (n— k) - 5*(y), kde s7(y) =
i=1 i=1

~/
e teoreticky soucet étverct S = 8 X'Y — ny?

Pro regresni piimku y = (31 + [Sox dostdvame

n n

Se = Z(?/z —4)? ZZ(yi—Bl —Bﬂi)? S

i=1 i=1

n N n N n
= ny - B Zyi - 522%’%‘
i1 i1 i1
n n

ST:Z(@_%)QZZ<31+§2xi_71@;yi2> —- =

i=1 i=1

:Blzyi‘i’BZZﬂ?i%_ﬁ (Zyz>
i=1 i=1 i=1
SY:SR-FST:"':;?J?—n <Z1yz>
1= 1=

e teoreticky soucet étverct St je ta Cast celkového souctu ¢tverct Sy, kterd je vysvétlend zvolenou regresni
funkci

e rezidudlni soucet Ctvercli S, je ta Cast celkového souctu Ctvercti Sy, kterd zvolenou regresni funkci
vysvétlend neni
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Pfi ovérovani vyznamnosti regresniho modelu (obvykle oznacovany jako F'-test modelu) se testuje nulovd hy-
potéza H: 31 = c,c # 0,32 = 83 = - - - = [, = 0 proti alternativni hypotéze A: 3; # 0 pro alespoti jedno j =
= 2,3, ..., k. Testové kritérium je statistika

k—1 n—k

ktera ma pfi platnosti nulové hypotézy Fisher-Snedecorovo rozdéleni F' s k — 1 an — k stupni volnosti, Kritickou
hodnotou je kvantil F_,(k — 1,n — k) daného F' rozd&leni.

e Jsou-li celkovy F'-test i vSechny t-testy jsou statisticky vyznamné, model se povaZuje za vhodny k vy-
stizeni variability proménné Y (to vSak jesté neznamend, Ze je model spravné navrzen).

e Jsou-li celkovy F'-test i vSechny ¢-testy jsou statisticky nevyznamné, model se povazuje za nevhodny,
protoZe nevystihuje variabilitu proménné Y.

e Je-li celkovy F'-test statisticky vyznamny, ale nékteré ¢-testy vychazi nevyznamné, model se povaZzuje za
vhodny, ale provadi se zpravidla vypusténi nevyznamnych parametra.

e Je-li celkovy F'-test statisticky vyznamny, ale vSechny ¢-testy vychdzi nevyznamné — paradox: formélné
model jako celek vyhovuje, ale Zddny ¢len modelu sdm o sobé vyznamny neni — jde o dusledek tzv.
multikolinearity, tj. linearn{ zavislosti mezi jednotlivymi regresory.

Vhodnost zvoleného modelu lze vyjadfit pomoci tzv. indexu (koeficientu) determinace, ktery je definovan
jako podil variability, kterou je schopen popsat regresni model, ku celkové variabilité vysvétlované proménné
Se(y) = 221 (vi — 7)?
R2 — Sr(y) _ > i (Wi —9)? ‘
Se(y) Xty —7)?

Toto &islo nabyva hodnot z intervalu (0, 1). Cim vice se R? bliZi k 1, tim povaZujeme danou zavislost za siln&jsi,
a tedy dobfe vystiZzenou pouZitym regresnim modelem; naopak ¢im vice se bude bliZit k 0, tim povaZujeme
danou zdvislost za slabif a regresni funkci za méné vystiznou. Nizkd hodnota R? je$té nemusi znamenat nizky
stupeii zdvislosti mezi proménnymi, ale miZe signalizovat chybnou volbu regresniho modelu. R? piedstavuje
vybérovy index determinace, ktery lze pouzit jako odhad teoretického indexu determinace. Tento odhad je
asymptoticky nestranny, nicméné pro malé vybéry nadhodnocuje skute¢nou tésnost zavislosti a je zavisly na
poctu parametrti regresniho modelu. Lze provést jeho korekci

n—1

n—k’

R, =1-(1-R?

¢im ziskdme odhad nestranny.

3 Test obecné linearni hypotézy

Z ptedchozich vysledkd 1ze za predpokladu, Ze LRM je plné hodnosti, snadno odvodit (viz Zvara (2008)), Ze
pro libovolnou redlnou matici A typu m x k a hodnosti m < k ma4 statistika

1
" ms?

F (B - B)AIAX'X) A TTA(B - B)
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Fisher-Snedecorovo F'—rozdéleni o m a n — k stupnich volnosti. Tuto statistiku 1ze pak vyuZit pfi testovani
obecné linedrni hypotézy H, kterou zapiSeme ve tvaru

AB =a, ey

kde a je vhodny m—rozmérny redlny vektor, pro néz je rovnice (1) feSitelna. Odtud pak plyne, Ze testovaci
statistika

F = —(AB - a)[AX'X) 1A (AB - a) @

ma za platnosti nulové hypotézy Hy Fisher-Snedecorovo F' rozdéleni o m a n — k stupnich volnosti. Proto
nulovou hypotézu H\ zamitdme na hladiné vyznamnosti o, kdyz F' > Fy_,(m,n — k), kde F1_o(m,n — k)
je (1 — a)—kvantil F—rozdéleni o m a n — k stupnich volnosti. Speciélni volbou matice A a vektoru a v (1)
lze potom ziskat specidlni hypotézy, které experimentatora zajimaji. Po dosazeni za A a a do statistiky F' ve
(2) 1ze ziskat odpovidajici testovaci statistiky pro testovani hypotéz o parametrech 31, . . ., k.

Timto zplisobem lze konstruovat fadu béznych testd o nezndmych parametrech vcetné testli o parametrech
LRM, které byly uvedeny dfive.
Priklad 1. Test hypotézy 3; = 0 lze ziskat pii volbé A = u;, kde u; je k—rozmérny jednotkovy vektor
s jednickou na j—tém misté a a = (. Jde o test, zaloZeny na testovaci statistice 7.

Priklad 2. Testy hypotéz o rovnosti parametrt, napf. test hypotézy f1 = B2 = -+ = Bm, m < k, 1ze ziskat
volboua =0,,_1a
1 =1 0 0 0 O 0
0o 1 -1 0 0 O 0
A= :
0 0 0 1 -1 0 0

je matice typu (m — 1) x k.

Priklad 3. Predpoklddejme, Ze jsou dany dva nezavislé regresni modely, kazdy s jednim regresorem. Prvni
orovnici Y = X3 + e a druhy o rovnici Y* = X*8* + e*, kde X,,x2 a X’. 5 jsou pfislusné matice plant
s vektorem jednicek v prvnim sloupci, Y a Y™ jsou vektory pozorovani zavisle promé€nnych v obou modelech,
e a e* jsou nezdvislé normalné rozdélené vektory ndhodnych chyb a kone¢né 3 a 3* jsou dvourozmérné vektory
neznamych parametri. Tedy jsou ddny dva nezavislé regresni modely a regresni funkce v obou modelech je
ddna pi¥imkou. KdyZ oba vektory nahodnych chyb maji varianéni matice 0°I,, a 02I,,+, lze vytvofit spojeni
obou modell a uvazit novy model tvaru

()= (0 =) () ()

V tomto modelu I1ze napf. testovaci statistiku pro testovani rovnob&Znosti obou regresnich pfimek snadno dostat
ze vzorce (2) volbou A = (0,1,0,—1),a = 0.
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Priklady k procvi¢eni

1. Byla zjisténa vyska otct a vyska jejich nejstarSich synt [v cm].

otec| 165 178 158 170 180 160 170 167 185 165 173 175
syn |162 184 163 170 189 165 177 170 187 176 171 183

a) Urcete odhady parametrd regresni piimky, testujte vyznamnost regresnich parametrti na hlading
vyznamnosti 0,05.

b) Provedte test vyznamnosti regresniho modelu, uréete koeficient determinace.

[Datovy soubor: vyska_otec_syn.txt]

2. O 7 vybranych strojich v urcitém podniku mame informace o jejich stafi (v letech) a tydennich ndkladech
na jejich ddrzbu (v K¢):

staif stroje | 1 1 3 3 5 6 7
néklady 35 52 81 105 100 125 120

a) UrcCete odhady parametrt regresni primky, testujte vyznamnost téchto parametrti na hladiné vy-
znamnosti 0,05..

b) Urcete bodové odhady regresni logaritmické kiivky, testujte vyznamnost t€chto parametrti.

¢) Pro oba modely povedte test vyznamnosti regresniho modelu, urlete koeficienty determinace.
Rozhodnéte, ktery z uvedenych modelt je pro popis studované zavislosti vhodnéjsi, zdiivodnéte.

[Datovy soubor: stari_stroje_naklady.txt]

3. Zajimame se o brzdnou drdhu 63 automobilll v zavislosti na vychozi rychlosti. K dispozici je celkem
n = 63 méfeni. Promé&nna rychlost udava vychozi rychlost (mile/hod.) pfed za¢atkem brzdéni, proménna
dréha pak uddva odpovidajici brzdnou drdhu uvedenou ve stopach.

Rychlost 4 5 5 5 5 7 7 8 8 8
Dréha 4 2 8 8 4 o6 7 9 g8 13
Rychlost 8 9 9 9 10 10 10 12 12 12
Dréha 11 5 13 5 g8 17 14 11 21 19
Rychlost 13 13 13 14 14 15 16 16 16 17
Draha 18 27 15 14 16 16 19 14 34 29
Rychlost 17 18 18 18 19 20 21 21 21 22
Dréha 22 47 29 34 30 48 55 39 42 35
Rychlost 24 25 25 25 25 26 26 27 27 28
Dréha 56 33 59 48 56 39 41 78 57 64
Rychlost 28 29 29 30 30 30 31 35 35 36
Dréha 84 68 54 60 101 67 77 8 107 179
Rychlost 39 40 40

Dréha 138 110 134
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a) Urcete odhady parametrd regresni piimky, testujte vyznamnost téchto parametri na hladiné vy-
znamnosti 0,05..

b) Urcete odhady parametrii kvadratické regresni funkce, testujte vyznamnost t€chto parametru.

¢) Pro oba modely povedte test vyznamnosti regresniho modelu, urlete koeficienty determinace.
Rozhodnéte, ktery z uvedenych modeld je pro popis studované zavislosti vhodnéjsi, zdiivodnéte.

[Datovy soubor: brzdna_draha.txt]

4. V padesétych letech doslo k uniku radioaktivniho odpadu ze sklddky v Hanfordu ve staté¢ Washington
do feky Columbia River. V deviti okrscich niZe po proudu ve stat¢ Oregon bylo pocitino vystaveni
radioaktivité¢ X (na zakladé vzdalenosti od Hanfordu a vzdalenosti primérného obyvatele od feky apod.).
Soucasné se sledovala dmrtnost na rakovinu Y (dmrtnost na 100 000 lidi za rok v letech 1959-64).
Ziskané udaje jsou shrnuty v nésledujici tabulce.

okrsek radioaktivni vystaveni X | dmrtnost na rakovinu Y
Clatsop 8,3 210
Columbia 6,4 180
Cilliam 34 130
Hood River 3,8 170
Morrow 2,6 130
Portland 11,6 210
Sherman 1,2 120
Umatilla 2,5 150
Wasco 1,6 140

Pro dany datovy soubor odhadnéte parametry téchto modelti:
Yi=p0o+ bz +e,i=1,...,n
Yi=Bo+pilnz; +¢,i=1,...,n.

a) Urcete odhady parametrd regresni piimky, testujte vyznamnost téchto parametri na hladiné vy-
znamnosti 0,05.

b) Urcete odhady parametri logaritmické regresni funkce, testujte vyznamnost téchto parametrd.

¢) Pro oba modely povedte test vyznamnosti regresniho modelu, urlete koeficienty determinace.
Rozhodnéte, ktery z uvedenych modeld je pro popis studované zavislosti vhodnéjsi, zdivodnéte.

[Datovy soubor: radiace_umrtnost.txt]

5. Cilem studie bylo nalézt zavislost mezi télesnym tukem lehkych atleti-b&Zci y, ktefi trénuji asi 12 hodin,
a zkonzumovanym tukem v jejich kazdodennf stravé z. U ndhodného vzorku 18 béZci byl méfen jejich
télesny podkozni tuk y [%] a sledovan v zdvislosti na zkonzumovaném tuku ve stravé x [%].

22,0 | 30,0 | 24,0 | 22,0 | 21,0 | 36,0 | 140 | 17,0 | 20,0
9,80 | 9,70 | 12,00 | 11,70 | 11,60 | 11,60 | 8,00 | 8,60 | 10,40
21,0 | 350 | 37,0 | 32,0 | 350 | 350 | 26,0 | 24,0 | 14,0
9,70 | 11,20 | 10,80 | 10,90 | 12,30 | 11,50 | 7,80 | 10,20 | 7,90

< RIQ B
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Pro dany datovy soubor odhadnéte parametry téchto modelti:
Yi=pFo+biwit+e,i=1,....n
E:BO+%+ei,i:1,...,n.
a) Pro regresni pfimku testujte vyznamnost regresnich parametrd na hladiné vyznamnosti 0,05 a 0,01.

b) Prohyperbolickou regresni kfivku testujte vyznamnost regresnich parametrii na hladin€ vyznamnosti
0,052a0,01.

¢) Pro oba modely povedte test vyznamnosti regresniho modelu, urlete koeficienty determinace.
Rozhodnéte, ktery z uvedenych modeld je pro popis studované zavislosti vhodnégjsi, zddvodnéte.

[Datovy soubor: tuk_sportovci.txt]

6. U automobilu byla zmé&fena spotieba Y v zdvislosti na rychlosti X. Udaje jsou v tabulce

Rychlost [km/hod.] | 40 50 60 70 80 90 100 110
Spotfeba [1/100 km] | 5,7 54 52 52 58 60 75 8,1

Pro dany datovy soubor odhadnéte parametry téchto modelti:
Yi=060+ iz +e,i=1,...,n
Y; =B+ Bilnmw + et +e,i=1,...,n.

a) Pro regresni pfimku testujte vyznamnost regresnich parametrti na hladin€ vyznamnosti 0,05 a 0,01.

b) Prologaritmickou regresni kiivku testujte vyznamnost regresnich parametri na hlading€ vyznamnosti
0,052a0,01.

¢) Pro oba modely povedte test vyznamnosti regresniho modelu, urlete koeficienty determinace.

N P2

Rozhodnéte, ktery z uvedenych modelt je pro popis studované zdvislosti vhodnéjsi, zdivodnéte.

[Datovy soubor: rychlost_spotreba.txt

7. Data popisuji vysledky vstupnich zdravotnich testli uchazecii o sluZbu u policie.

Tlak 66 87 85 59 76 77 70 66 75 66
Hmotnost 87,36 117,6 82,85 62,32 82 102 70,12 88,07 77,96 74,33
Tuk 16,98 27,6 6,61 326 19 27 6,88 18,8 18,87 8,15
Tlak 74 68 7276 94 63 80 67 77 78
Hmotnost 56,2 81,75 80,24 74,81 61,98 95,23 72,48 92,45 104,56 66,2
Tuk 3,44 20,31 12,96 12,42 3,58 12,91 11,34 17,5 18,93 10,94
Tlak 77 67 78 78 80 95 76 78 73 80
Hmotnost 87,16 82,42 64,11 81,57 99,85 78,49 87,13 65,64 51,76 67,14
Tuk 17,72 9,55 9,54 13,1 17,75 9,57 1852 64 286 4,31
Tlak 81 61 65 69 66 75 72 66 93 77
Hmotnost 78,74 86,83 70,48 72,67 85,86 84,86 66,97 68,33 63,34 85,72
Tuk 16,26 9,72 6,29 4,37 1443 17 58 8,14 3,63 23,61
Tlak 68 71 84 81 74 79 89 79 80 67
Hmotnost 89 95,17 84,19 63,12 70,01 82,11 71 94,56 70,91 79,19
Tuk 18,83 19,16 15,83 8,77 6,61 2222 8,29 26,82 932 199
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Popiste vhodnym regresnim modelem (pokud to 1ze) z4vislost tlaku na hmotnosti a procenta tuku v téle.
Najdéte vhodny model pro popis zavislosti hmotnosti na procentech tuku v téle.

a) Testujte vyznamnost regresnich parametrd pro oba modely na hlading€ vyznamnosti 0,05.

b) Pro oba modely povedte test vyznamnosti regresniho modelu, urlete koeficienty determinace.
Rozhodnéte, ktery z uvedenych modell je pro popis studované zavislosti vhodny, pfipadné ktery
nikoli. Své zavéry zdivodnéte.

[Datovy soubor: vstupni_testy.txt]



