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Bayesovské metody pro idetifikaci rizika

1 Pravdéepodobnost nahodného jevu

1.1 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Kazdému jevu A, ktery je podmnoZzinou zakladniho prostoru €2, pfifazujeme redlné ¢islo P(A), které nazyvame
pravdépodobnosti jevu A, pri¢emZ plati:

(Al): Pravdépodobnost jevu A je nezdporné &islo, tzn. P(A) > 0.

(A2): Pravdépodobnost jistého jevu € je rovna 1, tzn. P(2) = 1.

(A3): Jsou-li jevy A1, ..., A, vzdjemné nesluditelné (tzn. A; N A = O
proi # k, i,k =1,2,...,n), potom pravdépodobnost sjednoceni jevi
Ay, ..., Ay, je rovna souctu pravdépodobnosti jednotlivych jevi, tzn.

P(AyUAyU...UA,) = P(Ay) + P(Ay) + -+ + P(Ay).

V teorii pravdépodobnosti se axiom (A3) obvykle uvadi pro posloupnost jevti Ay, ..., Ay, ... (pro spocet-
nou mnoZinu) vzdjemné neslucitelnych jevd, tzn.

PAjU...UA,UA,1U...)=P(A) 4+ -+ P(4,) + P(Aps1) + ...

1.2 Podminéna pravdépodobnost

Necht' P(A) je pravdépodobnost jevu A pii daném systému podminek. Pfipojime-li k tomuto systému dals{
podminku, tj. nastoupeni jevu B, hovofime o podminéné pravdépodobnosti jevu A za predpokladu, Ze nastal
jev B. Tato podminénd pravdépodobnost P(A|B) je ddna vztahem

P(ANB)
P(B)
jev A nazyvame podminénym jevem, o jevu B mluvime jako o hypotéze.
Podminénou pravdépodobnost P(A|B) lze interpretovat jako velikost ztréty, kterou utrpime pii nastoupen{
rizikového jevu A, za doprovodnych okolnosti (doprovodnych faktort), které jsou shrnuty do jevu B.

P(A|B) = P(B) >0, (1)

V piipadé, Ze jev B nenastane, a tedy nastane jev B, miizeme podminénou pravdépodobnost P(A|B)
povaZzovat za velikost ztraty, kterou utrpime, kdyZ nastoupi rizikovy jev A pfi absenci doprovodnych faktord
shrnutych v B. Potom podil podminénych pravdépodobnosti

R=R(AB) = ==

se nazyva relativni riziko (ztraty A vzhledem k B).

1.3 Nezavislost nahodnych jevu

Pomoci podminéné pravdépodobnosti 1ze zavést nezavislost nahodnych jevia. Kdyz plati, Zze
P(A|B) = P(4),
fikdme, Ze jevy A a B jsou nezavislé. Ekvivalentné 1ze nezavislost ndhodnych jevii A a B vyjadfit vztahem

P(AN B) = P(A)P(B). Podobnym zptisobem lze definovat také nezavislost vice nezZ dvou nahodnych jevi.
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2 Uplna pravdépodobnost, Bayesovy vzorce

Dale budeme predpokladat, Ze moZzné podminky experimentu lze popsat k vzdjemné neslucitelnymi jevy
B1, Bo, ..., Bg,. Tyto jevy se Casto se nazyvaji hypotézy a plati pro né& Uf’lei =QaP(B) >0 1=
=1,2,..., k. Za téchto predpokladi 1ze odvodit nasledujici tfi vzorce:

1. Vzorec pro celkovou pravdépodobnost: Pro libovolny jev A plati

k
P(A) = Y P(B,)P(A|B). @

i=1
2. Prvni Bayesuv vzorec: Jestlize P(A) > 0, pak proj = 1,2, ..., k plati

P(B;)P(A|Bj) _
Si ) P(Bi)P(A|B))

P(B;|A) = 3)

3. Druhy Bayesuv vzorec: Jestlize P(A) > 0 a C je libovolny ndhodny jev, pak plati

P(C|A) = 2i=1 P(EZ)P(A|BZ)P(C\AQ B) “
i1 P(Bi)P(A|B;)

Priklad. UvaZzujme, Ze ve spolecnosti je 40 % nekurakil, 40 % slabych kurakl (1-24 cigaret/den) a 20 %
silnych kufdkt (vice nez 24 cigaret/den). Podminéné pravdépodobnosti, Ze osoba bude postizena infarktem
myokardu za ptfedpokladu, Ze je nekuidk, resp. slaby kutdk, resp. silny kuidk jsou po fadé 0,01, resp. 0,04,
resp. 0,2. Na zéklad€ uvedenych dat urcete celkovou pravdépodobnost toho, Ze osoba bude postiZena infarktem.
Stanovte rovnéZ podminéné pravdépodobnosti, Ze osoba stizend infarktem myokardu je nekufdkem, resp. slabym
kurdkem, resp. silnym kufakem.
Oznacme A jev, Ze osoba bude postiZzena infarktem myokardu,

B jev, ze osoba je nekurak,

Bs jev, Ze osoba je slaby kurdk,

Bs jev, ze osoba je silny kurak.
Ze zad4ni jsou zndmé tyto pravdépodobnosti:

P(B;) =04, P(B2) =04, P(B3) =0,2,

P(A|By) = 0,01, P(A|Bg) = 0,04, P(A|Bs) = 0,2.
Celkovou pravdépodobnost, Ze osoba bude postiZena infarkem, spocitdme ze vzorce (2) pro celkovou pravdé-

podobnost:
3

P(A) =) _P(Bi)P(A|B;) =0,4-0,01 +0,4-0,04 +0,2-0,2 = 0,06.
i=1
Uzitim prvniho Bayesova vzorce (3) ur¢ime pozadované podminéné pravdépodobnosti:
P(B1)P(A|B;)  04-0,00 1

P(By|A) = = = =007
(Bil4) 23 P(B;)P(A|B;) 0,06 15 "

P(B2)P(A|By)  04-004 4
P(By|A) = = = — =026
(B2l 4) »3_ P(B;)P(A|B;) 0,06 15
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P(Bs3)P(A|Bs) 0,2-0,2 10 .
P(Bs3|A) = = = — =0,67.
(Bsl4) $3  P(B)P(A|B;) 006 15
Z vysledki jasné plyne, Ze riziko infarktu je pro silné kurdky znacné vétsi nez pro nekutdky. Z osob postizenych
infarktem je podle citované studie priblizné 67 % silnych kutdkd, 26 % slabych kufdkd a pouze 7 % nekutaka.

Priklad. V jisté studii se vySetfuje, jak zavisi pfeziti novorozence a délka téhotenstvi na véku matky a na sku-
tecnosti, zda matka je kuracka. UvaZujme Ctyfi skupiny t€hotnych Zen - matek:

Bj ... vék do 30 let, kouif méné nez 5 cigaret denné,

By ... vék do 30 let, kouii 5 nebo vice cigaret denné,

Bs ... veék 30 a vice let, kouii méné nez 5 cigaret denné,

By ... vék 30 a vice let, kouii 5 nebo vice cigaret denné.
Oznaceni B; pouZijeme rovnéZ pro samotny jev, Ze Zena patii do prislusné skupiny B;, i = 1,2, 3, 4. Déle ozna-
¢me A jev, ze délka t&hotenstvi Zeny je 260 nebo méné dnf, a jev A, Ze t&hotenstvi Zeny trva déle nez 260 dni.
Konec¢né C znadi jev, Ze se narodi zivé dité a Ze nezemie béhem novorozeneckého obdobi. Pravdépodobnosti,
Ze matka patif do pfislusné skupiny, jsou P(B;) = 0,652, P(B2) = 0,076, P(Bs) = 0,251, P(B4) = 0,021.
Podminéné pravdépodobnosti, Ze téhotenstvi bude kritké (do 260 dni vcetné) za predpokladu, Ze matka patii
do dané skupiny, jsou:

P(A|By) = 0,083, P(A|Bs) = 0,095,

P(A|B3) = 0,111, P(A|By) = 0,107.
Podminéné pravdépodobnosti novorozeneckého preziti za predpokladu, Ze t€hotenstvi bylo kratsi a soucasné
matka patfi do dané skupiny, jsou:

P(C|AN B;) =0,863, P(C|AN By) = 0,816,

P(C|AN B3) =0,782, P(C|AN By) = 0,733.

Ur¢ime nyni celkovou pravdépodobnost toho, Ze doba trvédni t€hotenstvi je 260 dni nebo krat3i. Déle
stanovime podminéné pravdépodobnosti, Ze matka patii do prislusné skupiny za predpokladu, Ze t€hotenstvi
je kratsi. Nésledné porovndme timrtnost novorozencd, jejichZ délka téhotenstvi byla standardni, s imrtnosti
novorozencl se zkracenou dobou téhotenstvi. Celkovou pravdépodobnost toho, Ze doba trvani téhotenstvi je
260 dni nebo kratsi, spocitime ze vzorce (2) pro celkovou pravdépodobnost:

P(A) = S, P(B;)P(A|B;) = 0,0914.

Uzitim prvniho Bayesova vzorce (3) stanovime podminéné pravdépodobnosti, Ze matka patii do pfislusné
skupiny za predpokladu, Ze t€hotenstvi je kratsi:

P(B1)P(A|By) . 0,0652-0,083

P(Bil4) = S P(B)P(A|B;)  0,0914 = 0,591,
P = St = ot 0
P St = S 0
S

Tyto podminéné pravdépodobnosti porovndme s pravdépodobnostmi P(B;), i = 1,2, 3,4 (pravdépodobnost,
Ze matka patii do pfislusné skupiny). Z tohoto srovnani je patrny predevs§im vliv véku na délku t€hotenstvi, ale
také negativni vliv koufeni na nezkrdceni doby t€hotenstvi. Ve skupiné vSech rodicek tvoii mladé (do 30 let
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véku) nekufacky (do 5 cigaret denné) 65,2 %, zatimco ve skupiné rodicek, jejichz doba t€hotenstvi byla krats{
(do 260 dni), je to jen 59,1 %, coz znali ,relativni pokles“ o 9,4 %. U skupiny mladych kufacek se jednd
o ,relativni nartst” o 3,9 %, u star§ich nekutacek je to ,,relativni nartst“ o 21,5 % a u starSich kutacek ,,relativni
ndrast* o 19 %.

Zajimavé muize byt zjisténi, jak zavisi pravdépodobnost, Ze se narod{ Zivé dité a nezemie béhem novoro-
zeneckého véku, na tom, zda se jednalo ¢i nejednalo o zkracené téhotenstvi. K tomu mizeme vyuZit druhého
Bayesova vzorce (4). Tedy, pravdépodobnost, Ze se narodi Zivé dit€ a nezemie béhem novorozeneckého véku
za predpokladu, Ze se jednd o zkrdcené téhotenstvi, je

¥} P(B;)P(A|B;)P(C|AN B;)
YS! P(B;)P(A|B;)

P(C|A) = = 0,832.

Analogicky lze vypocitat pravdépodobnost, Ze se narodi Zivé dité a nezemie béhem novorozeneckého véku za
predpokladu, Ze se nejednalo o zkracené téhotenstvi, tj.

7 _ Zia P(Bi)P(A|B;)P(C|AN B;)

P(C|A \ = 0,993.
(Cl4) ST P(B)P(AB,)

Z vysledku je zfejmé, Ze umrtnost novorozencu, jejichz délka t€hotenstvi byla standardni, je pouze 0,7 %,
zatimco ve skupin€ novorozenct se zkracenou dobou té¢hotenstvi uz je to 16,8 %.

Priklady k procvic¢eni

1. Zkoumejme pravdépodobnost, Ze student je kufdk v souvislosti s tim, kolik jeho rodi¢t kouti. pfedpokla-
dejme, Ze pravdépodobnost, Ze kouii oba rodice je 0,33, Ze kouii jeden z rodicti 0,42 a Ze oba rodice jsou
nekuraci 0,25. Dale pfedpokladejme, Ze podminéné pravdépodobnosti, Ze student kouii za predpokladu,
Ze pochazi z rodiny, kde koufi oba rodice, resp. jeden rodi¢, resp. Zadny z rodicu, jsou po fadé 0,25, resp.
0,20, resp. 0,10. Urcete celkovou pravdépodobnost toho, Ze student je kurdk, a podminéné pravdépodob-
nosti toho, Ze student pochdzi z rodiny, kde kouf{ oba rodice, resp. jeden rodi¢, resp. Zadny z rodi¢l za
predpokladu, Ze sdm kouf{.

2. Zkoumejme pravdépodobnost, Ze student je kutdk v souvislosti s tim, kolik jeho rodi¢t koufi. predpokla-
dejme, Ze pravdépodobnost, Ze koufi oba rodice je 0,33, Ze kouii jeden z rodi¢t 0,42 a Ze oba rodi¢e jsou
nekuréci 0,25. Déle predpokladejme, Ze podminéné pravdépodobnosti, Ze student koui{ za predpokladu,
Ze pochazi z rodiny, kde koufi oba rodice, resp. jeden rodic, resp. Zadny z rodic¢t, jsou po fadé 0,25, resp.
0,20, resp. 0,10. Urcete celkovou pravdépodobnost toho, Ze student je kufédk, a podminéné pravdépodob-
nosti toho, Ze student pochdzi z rodiny, kde kouii oba rodice, resp. jeden rodié, resp. Zadny z rodict za
pfedpokladu, Ze sdm koufi.



