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1 Spolehlivost soustav

1.1 Koherentnı́ systémy a strukturnı́ funkce

Budeme se zabývat modelovánı́m spolehlivosti zřı́zenı́ s ohledem na spolehlivost jeho komponent. Jednı́m
z hlavnı́ch cı́lů spolehlivostnı́ analýzy je zvýšenı́ spolehlivosti zařı́zenı́. To lze provést:

a) Vhodným návrhem a konstrukcı́ systému

(b) Zvyšovánı́ spolehlivosti jeho komponent

c): Promyšleným zálohovánı́m nejdůležitějšı́ch prvků nebo podsystémů

Budeme uvažovat systém, který sestává z n komponent, které označı́me C1, C2, . . . , Cn. Tedy i−tou kom-
ponentu značı́me Ci a předpokládáme, že tato komponenta se může nacházet v jednom ze dvou operačnı́ch
stavů: „komponenta je funkčnı́ “ nebo „komponenta nenı́ funkčnı́ “. Stav komponent popisujeme pomocı́ indi-
kátorové funkce. Indikátorovou funkci (stručně indikátor), kterou přiřadı́me komponentě Ci označı́me Xi pro
i = 1, 2, . . . , n a zavedeme ji předpisem:

Xi = 1, když Ci je funkčnı́

Xi = 0, když Ci je funkčnı́

Strukturnı́ funkce systému

Strukturnı́ funkcı́ φ celého systému o n komponentách s indikátory X1, X2, . . . , Xn definujeme vztahem

φ(X1, X2, . . . , Xn) = 1 když systém je funkčnı́

φ(X1, X2, . . . , Xn) = 0 když systém nenı́ funkčnı́

Dále čı́slo n udávajı́cı́ počet komponent systému nazýváme řádem systému.

1.2 Přı́klady systémů a jejich strukturnı́ch funkcı́

Přı́klad sériového systému je na obrázku:

C1 C2 Cn

Obr. 1: Sériový systém

Komponenty systému jsou řazeny do série. Pro úspěšnou funkčnost systému je třeba, aby byly funkčnı́
všechny komponenty. Když jedna z komponent nebude funkčnı́, bude to mı́t za následek, že celý systém nebude
funkčnı́. Strukturnı́ funkce sériového systému je rovna

φ(X1, X2, . . . , Xn) = min{X1, X2, . . . , Xn}
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Lze ji také zapsat ve tvaru

φ(X1, X2, . . . , Xn) =
n∏

i=1

Xi.

Přı́klad paralelnı́ho systému je na obrázku:

Cn

C2

C1

Obr. 2: Paralelnı́ systém

Komponenty systému jsou řazeny paralelně vedle sebe. Pro úspěšnou funkčnost systému je třeba, aby byla
funkčnı́ aspoň jedna z n komponent. Celý systém bude funkčnı́, když bude funkčnı́ aspoň jedna komponenta.
Strukturnı́ funkce sériového systému je rovna

φ(X1, X2, . . . , Xn) = max{X1, X2, . . . , Xn}

Lze ji také zapsat ve tvaru

φ(X1, X2, . . . , Xn) = 1−
n∏

i=1

(1−Xi).

Na obrázku 3 je graficky znázorněna jednoduchá počı́tačová sı́t’sestávajı́cı́ z n = 6 prvků :

C3

C2

C1

C4

C6

C5

Obr. 3: Jednoduchá počı́tačová sı́t’– přı́klad

Komponenty C1, C2, C3 mohou představovat terminály, C4 počı́tač - centrálnı́ jednotku a komponenty C5

a C6 lokálnı́ a centrálnı́ tiskárny. V této sı́ti jsou komponenty C1, C2, C3 řazeny paralelně a také komponenty
C5, C6 jsou řazeny paralelně a bloky C1, C2, C3, C4 a C5, C6 jsou řazeny sériově. Proto strukturnı́ funkce
systému bude součinem strukturnı́ch funkcı́ jednotlivých bloků v sérii. Lze ji vyjádřit ve tvaru

φ(X1, X2, . . . , Xn) = [1− (1−X1)(1−X2)(1−X3)][X4][1− (1−X5)(1−X6)]
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nebo ekvivalentně ve tvaru

φ(X1, X2, . . . , Xn) = min{max{X1, X2X3}, X4,max{X5, X6}}

Komponentu Ci systému řádu n nazveme irelevantnı́ komponentou, když pro všechny stavy ostatnı́ch
komponent systému (tedy když pro všechny hodnoty indikátorů Xj , j 6= i) platı́

φ(X1, X2, . . . , Xi−1, 0, Xi+1, . . . , Xn) = φ(X1, X2, . . . , Xi−1, 1, Xi+1, . . . , Xn)

Komponentu nazýváme relevantnı́, když nenı́ irelevantnı́. Tedy komponenta, jejı́ž funkčnost nenı́ důležitá pro
funkčnost systému, je irelevantnı́.

Budeme se zajı́mat o systém, ve kterém nahrazenı́ libovolné nefunkčnı́ komponenty funkčnı́ komponentou
nezhoršı́ fungovánı́ systému. V takovém systému platı́

φ(X1, X2, . . . , Xi−1, 0, Xi+1, . . . , Xn) ≤ φ(X1, X2, . . . , Xi−1, 1, Xi+1, . . . , Xn).

Tedy strukturnı́ funkce je neklesajı́cı́ funkcı́ v argumentu Xi. Když je strukturnı́ funkce systému neklesajı́cı́
v každém argumentu Xi při pevně daných libovolných hodnotách ostatnı́ch argumentů pro i = 1, 2, . . . , n,
nazýváme strukturnı́ funkci neklesajı́cı́ funkcı́.

Stav celého systému můžeme popsat pomocı́ stavu jednotlivých komponent, tedy ve vektorovém označenı́
pomocı́ vektoru indikátor; všech komponent X = (X1, X2, . . . , Xn). Dále použijeme pro dva stavy celého
systému X = (X1, X2, . . . , Xn) a Y = (Y1, Y2, . . . , Yn) označenı́ X ≤ Y když Xi ≤ Yi, přičemž aspoň pro
jedno i ∈ {1, 2, . . . , n} platı́ ostrá nerovnost. Potom pro neklesajı́cı́ strukturnı́ funkci φ platı́

X ≤ X⇒ φ(X) ≤ φ(Y)

Definice. Systém nazýváme koherentnı́m, když jeho strukturnı́ funkce je neklesajı́cı́ a každá jeho komponenta
je relevantnı́.

Věta. Pro strukturnı́ funkci φ koherentnı́ho systému o n komponentách ve stavu X = (X1, X2, . . . , Xn) platı́

n∏
i=1

Xi ≤ φ(X) ≤ 1−
n∏

i=1

(1−Xi).

Uvedenou větu lze snadno zapsat pomocı́ strukturnı́ funkce φserie(X) sériového systému a pomocı́ strukturnı́
funkce φparalell(X) paralelnı́ho systému

φserie(X) ≤ φ(X) ≤ φparalell(X)

Pravděpodobnost, že daná komponenta uvažovaného systému je funkčnı́ (nebo jednodušeji spolehlivost této
komponenty) lze jednoduše zavést pomocı́ indikátoruXi, který reprezentuje stav této komponenty. IndikátorXi

považujeme za náhodnou veličinu, která má alternativnı́ rozdělenı́A(θi). TedyXi je rovna 1 s pravděpodobnostı́
θi a rovna 0 s pravděpodobnostı́ 1 − θi. Pak definujeme spolehlivost komponenty Ci jako střednı́ hodnotu
E(Xi) = θi, předpokládáme, že platı́ 0 ≤ θi ≤ 1. Jinými slovy, je spolehlivost komponenty Ci rovna
pravděpodobnosti, že tato komponenta je funkčnı́.

Dále, když vyjdeme z vektoru indikátorů všech komponent X = (X1, X2, . . . , Xn) a označı́me θ =
(θ1, θ2, . . . , θn) vektor spolehlivostı́ jednotlivých komponent, můžeme zavést spolehlivost systému pomocı́
spolehlivostı́ jednotlivých komponent θ = (θ1, θ2, . . . , θn) jako funkci h(θ) = E([φ(X)]).
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Budeme řı́kat, že komponenty pracujı́ nezávisle, když jejich indikátory X1, X2, . . . , Xn jsou vzájemně
nezávislé náhodné veličiny. Tato definice znamená, že skutečnost, že komponentaCj je či nenı́ funkčnı́ neovlivnı́
funkčnost kterékoliv jiné komponenty Ci.

Věta. Spolehlivost h systému s nezávislými komponentami a s hodnotami indikátorů
X1 = x1, X2 = = x2, . . . , Xn = xn a se strukturnı́ funkcı́ φ je rovna

h(θ) = ΣxΠi=1n [θxii (1− θi)1−xi ],

kde se sčı́tá přes všechny možné hodnoty x = (x1, x2, . . . , xn) vektoru indikátorů X = (X1, X2, . . . , Xn).

Uvažujme sériový systém s n nezávislými komponentami a vektorem spolehlivosti komponent θ =
(θ1, θ2, . . . , θn). Pak jeho spolehlivost je

h(θ) = h(θ1, θ2, . . . , θn) = Πn
i=1θi.

Uvažujme paralelnı́ systém s n nezávislými komponentami a vektorem spolehlivosti komponent θ =
(θ1, θ2, . . . , θn). Pak jeho spolehlivost je

h(θ) = h(θ1, θ2, . . . , θn) = 1−Πn
i=1(1− θi).

Přı́klad. Užitı́m předchozı́ch výsledků lze snadno nahlédnout, že spolehlivost systému z obrázku 3 lze za
předpokladu nezávislosti komponent zapsat ve tvaru

h(θ) = [1− (1− θ1)(1− θ2)(1− θ3)][θ4][1− (1− θ5)(1− θ6)].

Uvažujme systém n komponent a předpokládejme, že životnost (doba do poruchy) komponenty Ci je
náhodná veličina Yi, přičemž náhodné veličiny Y1, Y2, ..., Yn jsou nezávislé. Pak spolehlivost komponenty Ci

v libovolném čase y můžeme definovat jako Si(y) = P (Yi > y) pro i = 1, 2 . . . , n. Tedy identifikátor Xi

komponentyCi závisı́ na čase a platı́, žeXi = 1 právě když Yi > y, jinak jeXi = 0. Spolehlivost S(y) systému
s n komponentami v čase y pak definujeme jako pravděpodobnost, že tento systém je v čase y funkčnı́. Pro
sériový systém s n nezávislými komponentami platı́

S(y) = S1(y)S2(y) . . . Sn(y)

a pro systém s n paralelně spojenými komponentami platı́

S(y) = 1− [1− S1(y)][1− S2(y)] . . . [1− Sn(y)].

Přı́klad. Předpokládejme, že v systému s nezávislými komponentami majı́ doby do poruchy Yi exponenciálnı́
rozdělenı́, tedy spolehlivost komponenty Ci v čase y je pro i = 1, 2 . . . , n dána vztahem

Si(y) = P (Yi > y) = e−
y
λ pro y > 0,

kde parametr λ > 0. Pak spolehlivost sériového systému v čase y je rovna

S(y) = P (min{Y1, Y2, . . . , Yn} ≥ y) = S1(y)S2(y) . . . Sn(y) = e−n y
λ .

a pro spolehlivost paralelnı́ho systému v čase y dostaneme

S(y) = P (max{Y1, Y2, . . . , Yn} ≥ y) =

= 1− P (max{Y1, Y2, . . . , Yn} ≤ y) = 1− (1− e−
y
λ )n.

4



Přı́klady k procvičenı́

1. Ukažte, že indikátory X1, X2, . . . , Xn pro systém o n komponentách splňujı́ vztahy:

max{X1, X2, . . . , Xn} =
n∏

i=1

Xi

min{X1, X2, . . . , Xn} = 1−
n∏

i=1

(1−Xi)

2. Uvažujme identické komponenty C1, C2, C3, C4, C5 které pracujı́ nezávisle. Dále konstruujeme systémy
K1 jako systém, kdy C1 a C2 pracujı́ v sérii; K2 jako systém, kdy C3 a C4 pracujı́ paralelně; K3 systém
sestávajı́cı́ z C5; K systém sestávajı́cı́ z K1,K2 a K3, které pracujı́ v sérii. Nakreslete diagram systému
K, určete strukturnı́ funkci systému K a dále stanovte spolehlivost systémů K1,K2,K3 a K, když θi je
pravděpodobnost, že komponenta Ci je funkčnı́.

3. Předpokládejme, že dvě elektronické komponenty majı́ životnosti Y1 a Y2, přičemž Y1 a Y2, jsou nezávislé
náhodné veličiny a Yi má exponenciálnı́ rozdělenı́ s parametrem λi, i = 1, 2. Stanovte pravděpodobnost
P (Y1 > Y2).

4. Elektronická jednotka sestává ze dvou komponent C1 a C2 pracujı́cı́ch paralelně. Předpokládejme, že Y1
značı́ životnost C1 a Y2 značı́ životnost C2 Předpokládejme, že Y1 a Y2 pracujı́ nezávisle.

a) Když Y1 a Y2 majı́ stejné exponenciálnı́ rozdělenı́ s parametrem λ, stanovte hustotu životnosti
elektronické jednotky.

b) KdyžY1 má exponenciálnı́ rozdělenı́ s parametremλ1, aY2 má exponenciálnı́ rozdělenı́ s parametrem
λ12, stanovte hustotu životnosti elektronické jednotky.

c) Když Y1 a Y2 majı́ stejné exponenciálnı́ rozdělenı́ s parametrem λ, a dvě takové jednotky pracujı́
sériově, stanovte hustotu životnosti výsledného systému těchto dvou elektronických jednotek.

c) jak by bylo možné zobecnit předchozı́ výsledky na n komponent?
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