
Časové řady, typy trendových funkcı́ a odhady trendů

1 Stochastický proces

Posloupnost náhodných veličin {Yt, t = 0,±1,±2 . . . } se nazývá stochastický proces. Pomocı́ něho budeme
modelovat pozorované časové řady.

Střednı́ hodnota stochastického procesu {Yt} je funkce µt daná vztahem

µt = E(Yt), t == 0,±1,±2 . . . .

Autokovariančnı́ funkce je definována jako

γt,s = C(Yt, Ys), t, s = 0,±1,±2 . . . ,

kde C(Yt, Ys) = E[(Yt − µt)(Ys − µs)] = E[Yt, Ys]− µtµs. Autokorelačnı́ funkce je dána vztahem

ρt,s =
C(Yt, Ys)√
D(Yt)D(Ys)

=
γt,s√
γt,tγs,s

.

Jednı́m z důležitých vlastnostı́ stochastických procesů je stacionarita, což znamená, že pravděpodobnostnı́
rozdělenı́, které řı́dı́ chovánı́ stochastického procesu je v čase neměnné, proces je ve „statistickém ekvilibriu“.

O procesu {Yt} řekneme, že je striktně stacionárnı́, jestliže simultánnı́ rozdělenı́ Yt1 , Yt2 , . . . , Ytn je stejné
jako simultánnı́ rozdělenı́ Yt1−k, Yt2−k, . . . , Ytn−k pro všechna t a všechna možná zpožděnı́ k.

Jestliže funkce γs,t závisı́ na svých argumentech pouze prostřednictvı́m jejich rozdı́lů k = s−t, pak řı́káme,
že proces je kovariančně stacionárnı́. Autokovariančnı́ funkcı́ takového procesu budeme rozumět funkci jedné
proměnné γk = γs−t = γs,t. Je-li navı́c střednı́ hodnota procesu µt konstantnı́ pro všechna t (µt = µ), proces
{Yt} označujeme za slabě stacionárnı́. V dalšı́m budeme mı́sto slabě stacionárnı́ proces psát jen krátce proces
stacionárnı́. Autokovariančnı́ funkce γk stacionárnı́ho stochastického procesu je definována jako

γk = C(Yt, Yt−k) = E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)],

a autokorelačnı́ funkce (ACF) ρk je dána vztahem

ρk =
C(Yt, Yt−k)√
D(Yt)D(Yt−k)

=
γk
γ0
.

Korelace mezi dvěma náhodnými veličinami je často způsobena tı́m, že obě veličiny jsou korelovány s veličinou
třetı́. Parciálnı́ autokorelace podávajı́ informaci o korelaci veličin Yt a Yt−k očištěnou o vliv veličin ležı́cı́ch
mezi nimi.

Parciálnı́ autokorelaci se zpožděnı́m k vyjadřuje parciálnı́ regresnı́ koeficient φkk v autoregresi k-tého řádu

Yt = φk1Yt−1 + φk2Yt−2 + · · ·+ φkkYt−k + et,

kde et je veličina nekorelovaná s Yt−j , j ≥ 1. Je to funkce zpožděnı́ k a nazývá se parciálnı́ autokorelačnı́
funkce (PACF) ρkk. Po vynásobenı́ obou stran předchozı́ rovnice veličinou Yt−1 má střednı́ hodnota této
rovnice tvar

γj = φk1γj−1 + φk2γj−2 + · · ·+ φkkγj−k,
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takže platı́
ρj = φk1ρj−1 + φk2ρj−2 + · · ·+ φkkρj−k.

Pro j = 1, 2, . . . , k potom dostáváme

ρ1 = φk1ρ0 + φk2ρ1 + · · ·+ φkkρk−1

ρ2 = φk1ρ1 + φk2ρ0 + · · ·+ φkkρk−2

· · ·
ρk = φk1ρk−1 + φk2ρk−2 + · · ·+ φkkρ0.

Tyto rovnice se nazývajı́ Yule-Walkerovy rovnice. Řešenı́m této soustavy (Cramerovým pravidlem) pro k =
1, 2, . . . postupně dostáváme

ρ11 = φ11 = ρ1,

ρ22 = φ22 =

∣∣∣∣ 1 ρ1
ρ1 ρ2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 ρ1
ρ1 1

∣∣∣∣ =
ρ2 − ρ21
1− ρ21

,

ρkk = φkk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ2 · · · ρk−2 ρ1
ρ1 1 ρ1 · · · ρk−3 ρ2
...

...
...

...
...

...
ρk−1 ρk−2 ρk−3 · · · ρ1 ρk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 ρ2 · · · ρk−2 ρk−1
ρ1 1 ρ1 · · · ρk−3 ρk−2
...

...
...

...
...

...
ρk−1 ρk−2 ρk−3 · · · ρ1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Obecně jsou parametry µ, γ0 a ρk neznámé, za předpokladu stacionarity použijeme odhady

µ̂ = Y =
1

n

n∑
t=1

Yt, γ̂0 =
1

n

n∑
t=1

(Yt − Y )2.

kde n je počet hodnot (délka) časové řady. Odhad ρk je dán výběrovou autokorelacı́

ρ̂k =

∑n
t=k+1(Yt − Yt)(Yt−k − Yt)∑n

t=1(Yt − Y )2
, k = 1, 2, . . . , n− 1.

(V programu R lze spočı́tat pomocı́ funkce acf.) Výběrovou parciálnı́ korelačnı́ funkci zı́skáme nahrazenı́m ρi
jejı́m odhadem ρ̂i v odpovı́dajı́cı́m vzorci. Byl však odvozen rekurzivnı́ vztah, který výpočet zjednodušı́

ρ̂11 = ρ̂1

ρ̂kk =
ρ̂k −

∑k−1
j=1 ρ̂k−1,j ρ̂k−j

1−
∑k−1

j=1 ρ̂k−1,j ρ̂j
,

ρ̂kj = ρ̂k−1,j − ρ̂kkρ̂k−1,k−j , j = 1, 2, . . . , k − 1.
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(V programu R lze spočı́tat pomocı́ funkce pacf)
Důležitý stacionárnı́m stochastickým procesem je tzv. proces bı́lého šumu. Jedná se o posloupnost nezávis-

lých náhodných veličin se stejným rozdělenı́m s nulovou střednı́ hodnotou a konstantnı́m rozptylem. Pro bı́lý
{εt} platı́

ρk =

{
1 k = 0

0 k 6= 0

ρkk =

{
1 k = 0

0 k 6= 0

Gaussovský bı́lý šum – posloupnost nezávislých náhodných veličin s rozdělenı́m N(0, σ2εt).

2 Trend

Např. proces
Yt = Y0 + at, t = 1, . . . n

obsahuje deterministický lineárnı́ trend. Y0 označuje počátečnı́ hodnotu. Pro n = 100, Y0 = 0, a = 1 proces
zobrazený v grafu.

Např. proces („náhodná procházka“ nebo „random walk“)

Yt = Yt−1 + εt, t = 1, . . . n,

kde εt ∼WN(0, σ2) lze psát ve tvaru

Yt = Yt−1 + εt = (Yt−2 + εt−1) + εt =

= (Yt−3 + εt−2) + εt−1 + εt = · · · =

= Y0 + ε1 + · · ·+ εt = Y0 +

t∑
i=1

εi

Y0 značı́ počátečnı́ hodnotu. Dvě z možných realizacı́ procesu (simulacı́) pro n = 100, Y0 = 0, εt ∼ WN(0, 1)
jsou zobrazeny v grafech.
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Např. proces („náhodná procházka“ s driftem)

Yt = Yt−1 + a+ εt, t = 1, . . . n,

kde εt ∼WN(0, σ2) lze psát ve tvaru

Yt = Yt−1 + a+ εt = (Yt−2 + a+ εt−1)

+ a+ εt = (Yt−3 + a+ εt−2)

+ 2a+ εt−1 + εt = · · · =

= Y0 + at+
t∑
i=1

εi

Y0 značı́ počátečnı́ hodnotu. Jedna z možných realizacı́ procesu (simulace) pro n = 100, Y0 = 0, εt ∼WN(0, 1)
je zobrazena v grafu.
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3 Dekompozice časových řad

3.1 Klouzavé průměry

Základem klasické analýzy časové řady Yt je jejı́ rozklad na trend Tt, sezónnı́ složku St a složku reziduálnı́
(zbytkovou, náhodnou) et. V aditivnı́m modelu má dekompozice tvar

Yt = Tt + St + et,

v multiplikativnı́m modelu potom tvar
Yt = Tt · St · et.

Obvyklou metodou, jak zı́skat trend je využitı́ lineárnı́ch filtrů

Tt =
∞∑

i=−∞
λiYt+i.

Jednoduchým přı́kladem lineárnı́ch filtrů jsou klouzavé průměry s konstantnı́mi váhami

Tt =
1

2a+ 1

a∑
i=−a

Yt+i.

Vyrovnanou hodnotu časové řady v čase τ zı́skáme jako průměr hodnot {yτ−a, . . . , yτ , . . . , yτ+a}. Napřı́klad
pro a = 2, 12 a 40 dostáváme

• a = 2, λi = {15 ,
1
5 ,

1
5 ,

1
5 ,

1
5}

• a = 12,λi = {
1

25
, . . . ,

1

25
}︸ ︷︷ ︸

25 krát

• a = 40,λi = {
1

81
, . . . ,

1

81
}︸ ︷︷ ︸

81 krát

Graf zobrazuje obsahuje měsı́čnı́ produkci piva v Austrálii od ledna 1956 do srpna 1995
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Grafy zobrazujı́ klouzavé průměry délky 5 (a = 2), 25 (a = 12), 81 (a = 20).

Klouzavé průměry (v R je možné je počı́tat pomocı́ funkce filter) jsou základem klasické dekompozice,
kterou v programu R provádı́ funkce decompose. Poněkud sofistikovanějšı́ metodu dekompozice nabı́zı́
funkce stl.

Dekompozici časové řady lze také provádět pomocı́ lineárnı́ regrese (funkce lm – viz regresnı́ analýza).
Mimo trendu (lineárnı́ho, kvadratického atd.) je často vhodné do regresnı́ho modelu přidat bud’sezónnı́ složky,
nebo periodické funkce s vhodnými periodami.

3.2 Regrese

Na obrázku je znázorněn vývoj hrubé měsı́čnı́ mzdy v ČR v obdobı́ 2000–2012, jedná se o čtvrtletnı́ data.
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Trend odhadneme pomocı́ přı́mkové regrese, pro numerickou stabilitu výpočtu provedeme transformaci časové
proměnné t = rok − 1999, takže t = 1 . . . , 13.

Odhad Sm. chyba t-test p-hodnota
konstanta 11875,9388 286,5841 41,44 0,0000

t 1051,1374 34,6343 30,35 0,0000

Periodickou složku odhadneme pomocı́ „dummy“ proměnných q1, q2, q3, q4. Trend potom pomocı́ polynomu
3. stupně. konstantu do modelu nezahrneme, vznikne vlastně součtem „dummy“ proměnných q1, q2, q3, q4.
q1 = (1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, . . . , 1, 0, 0, 0)′

q1 = (0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0)′

q1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0, 0, 1, 0)′

q1 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, . . . , 0, 0, 0, 1)′

7



Odhad Sm. chyba t-test p-hodnota
t 484,4349 152,8450 3,17 0,0027
t2 111,4610 23,3280 4,78 0,0000
t3 -5,7907 1,0430 -5,55 0,0000
q1 11684,2530 282,8990 41,30 0,0000
q2 12457,0559 287,3388 43,35 0,0000
q3 12138,0542 291,5674 41,63 0,0000
q4 13921,6368 295,6681 47,09 0,0000

Vyjdeme-li z uvedeného regresnı́ho modelu, dostaneme predikce da rok 2013 spolu s 95% intervaly spo-
lehlivosti:

predikce dolnı́ hornı́
2013, 1.čtvrtletı́ 24423,14 24008,05 24838,23
2013, 2.čtvrtletı́ 25237,73 24777,01 25698,44
2013, 3.čtvrtletı́ 24943,50 24431,21 25455,79
2013, 4.čtvrtletı́ 26734,30 26164,51 27304,09
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Přı́klady k procvičenı́

1. Data v souboru rozvody.txt zachycujı́ vývoj počtu rozvodů v ČR od roku 1960 do roku 1910. Popište trend
vhodnou regresnı́ funkcı́. Vykreslete graf odhadnutého trendu, určete rezidua a popište jejich vlastnosti.

[Datový soubor: rozvody.txt]

2. Data v souboru CPI CR ctvrtletni.txt zachycujı́ vývoj indexu spotřebitelských cen v ČR od roku 2000
do roku 2012. Jedná se o čtvrtletnı́ indexy, kdy hodnota 100 odpovı́dá průměru roku 2005. Popište trend
vhodnou regresnı́ funkcı́. Vykreslete graf odhadnutého trendu, určete rezidua a popište jejich vlastnosti.

[Datový soubor: CPI CR ctvrtletni.txt]

3. V ročence infekčnı́ nemoci 2012 je uveden vývoj počtu hlášeného svrabu na 100 000 obyvatel od roku
1993 do roku 2011. Popište trend vhodnou regresnı́ funkcı́. Vykreslete graf odhadnutého trendu, určete
rezidua a popište jejich vlastnosti. [Datový soubor: svrab.txt]

4. Soubor PM10 UK.txt obsahuje údaje o množstvı́ prachových částic PM10 v ovzdušı́ ve Velké Británii
od roku 1990 do roku 2010. Cı́lem je popsat dynamiku těchto částic v ovzdušı́. Popište trend vhodnou
regresnı́ funkcı́. Vykreslete graf odhadnutého trendu, určete rezidua a popište jejich vlastnosti.

[Datový soubor: PM10 UK.txt]

5. Datový soubor airmiles z balı́čku „datasets“ obsahuje údaje o „Revenue Passenger Miles“ tedy o celkové
množstvı́ mı́lı́ nalétaných platı́cı́mi pasažéry na komerčnı́ch aerolinkách v USA v letech 1937 až 1960.
Popište trend vhodnou regresnı́ funkcı́. Vykreslete graf odhadnutého trendu, určete rezidua a popište jejich
vlastnosti. [Přı́kaz pro R: data(airmiles)]

6. Datový soubor airpass z balı́čku „TSA“ obsahuje měsı́čnı́ údaje o počtu pasažérů na mezinárodnı́ch linkách
letech 1960 až 1971. Popište trend vhodnou regresnı́ funkcı́. Vykreslete graf odhadnutého trendu, určete
rezidua a popište jejich vlastnosti. Pomocı́ vhodných „dummy“ proměnných popište periodické chovánı́
této časové řady. Poté analyzovanou řadu zlogaritmujte a opět proved’te popis trendu této transformované
časové řady. [Přı́kaz pro R: data(airpass)]
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