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Casové fady, typy trendovych funkci a odhady trend(

1 Stochasticky proces

Posloupnost ndhodnych veli¢in {Y;, ¢ = 0, £1,42 ...} se nazyva stochasticky proces. Pomoci né¢ho budeme
modelovat pozorované ¢asové fady.
Stiedni hodnota stochastického procesu {Y;} je funkce y; dand vztahem

pe=E(Y;), t==0,+1,42....
Autokovarian¢ni funkce je definovédna jako
Yos =C(Y,,Ys), t,s=0,+1,4£2...,
kde C(Y:,Ys) = E[(Y: — ) (Ys — us)] = E[Y:, Ys] — pefos. Autokorelaéni funkce je dana vztahem

p . C(Yt, }/S) o ’Yt,s
ts = = .
D(E)D(Yg) VYt Ys,s
Jednim z dulezitych vlastnosti stochastickych procesu je stacionarita, coZ znamend, Ze pravdépodobnostn{
rozdéleni, které fidi chovani stochastického procesu je v ¢ase neménné, proces je ve ,,statistickém ekvilibriu®.

O procesu {Y;} fekneme, Ze je striktné stacionarnt, jestlize simultinni rozdéleni Y;,, Ys,, ..., Y;, je stejné
jako simultdnni rozdéleni Y, _j, Y:, g, ..., Y:, i pro vSechna ¢ a vS§echna moznd zpozdéni k.

JestliZe funkce 5+ z4avisi na svych argumentech pouze prostiednictvim jejich rozdili k = s —t, pak fikdme,
Ze proces je kovarian¢né stacionarni. Autokovarianéni funkci takového procesu budeme rozumét funkei jedné
proménné v, = 75—t = s+ Je-li navic stfedni hodnota procesu ji; konstantni pro vSechna ¢ (p; = 1), proces
{Y};} oznacujeme za slabé stacionarni. V dal$im budeme misto slab& staciondrni proces psét jen krétce proces
staciondrni. Autokovarianéni funkce ;, staciondrniho stochastického procesu je definovana jako

Yo = C(Ye,Yip) = E[(Ye — p) (Yi—i — p)],
a autokorelacni funkce (ACF) py, je dana vztahem

C¥o.Yer)
D(Y)D(Yi—k) 0

Pk =

Korelace mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami je Casto zpisobena tim, Ze obé veliiny jsou korelovany s veli¢inou
tieti. Parcidlni autokorelace podavaji informaci o korelaci veli¢in Y; a Y;_; ocist€nou o vliv veli¢in lezicich
mezi nimi.

Parcialni autokorelaci se zpozdénim k vyjadiuje parcidlni regresni koeficient ¢ v autoregresi k-tého fadu

Y = br1Yi1 + broYio + -+ Opn Yok + e,

kde e; je veli¢ina nekorelovand s Y;_;, 7 > 1. Je to funkce zpoZdéni k a nazyvd se parcialni autokorelac¢ni
funkce (PACF) pyi. Po vynasobeni obou stran pfedchozi rovnice veli¢inou Y;_; ma stfedni hodnota této
rovnice tvar

Vi = Pr1Vi—1 + Pk2Yi—2 + -+ OrkVj—ks
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takZe plati

Pj = Pk1Pj—1 + Prapj—2 + -+ Prrpj—k-

Proj =1,2,..., k potom dostdvame

p1 = Gk1po + Prap1 + -+ + OkkpPr—1
P2 = Gr1p1+ Prapo + -+ + OrkpPr—2

Pk = Ok1Pk—1 + Ok2pk—2 + - - + Prkpo-

Tyto rovnice se nazyvaji Yule-Walkerovy rovnice. Reenim této soustavy (Cramerovym pravidlem) pro k =
1,2,... postupné€ dostavime

P11 = ¢11 = p1,
I m
2
p1 P2 p2 — P1
p22 = oo = = ;
L p 1—pf
p1 1
1 p1 P2 Pr—2 Pl
p1 1 pPL o PE=3 P2
Pk—1 Pk—2 Pk-3 -  P1 Pk
Pkk = Qkk =
1 pr P2 Pk—2 Pk—1
p1 1 pL ot PE—3  Pr—2
Pk—1 Pk—2 Pk—3 -  P1 1

Obecné jsou parametry u, Yo a pr neznamé, za predpokladu stacionarity pouZijeme odhady

kde n je pocet hodnot (délka) ¢asové fady. Odhad py, je ddn vybérovou autokorelaci

5 St (Ve = Y) (Vi — V)
k= ™ B3 )
2 (Y = Y)?

(V programu R lze spocitat pomoci funkce acf.) Vybérovou parcidlni korela¢ni funkci ziskdme nahrazenim p;
jejim odhadem p; v odpovidajicim vzorci. Byl v8ak odvozen rekurzivni vztah, ktery vypocet zjednodusi

k=1,2,...,n—1.

p11 = p1

Pk ) Pr1y P

T Sl Ph1h

Pkj = Pk—1,j — PkkPr—1k—j> J=1,2,...,k—1
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(V programu R Ize spocitat pomoci funkce pacf)
Dulezity staciondrnim stochastickym procesem je tzv. proces bilého Sumu. Jednd se o posloupnost nezavis-
lych ndhodnych veli¢in se stejnym rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem. Pro bily

{e:} plati
1 k=0
=0 k0

1 k=0
o PR

Gaussovsky bily Sum — posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s rozdélenim N (0, Uzt).

2 Trend

Napt. proces

Yi=Yy+at,t=1,...n
obsahuje deterministicky linedrni trend. Yy oznacuje po¢atecni hodnotu. Pro n = 100,Yy = 0,a = 1 proces
zobrazeny v grafu.

Deterministicky trend
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Napt. proces (,,ndhodnd prochdzka* nebo ,,random walk*)
Yt:)/;f—l—i_etat: 17“’”7
kde €; ~ WN(0, 02) Ize psit ve tvaru

Vi=Yia+ea=Y2t+ea1)+ea=
=Y s3+e2)teag1teg=-=

t
=Yotea+-+ta=Yo+» €
=1

Yy znadi poéate¢ni hodnotu. Dv€ z moznych realizaci procesu (simulaci) pro n = 100, Yy = 0, ¢, ~ WN(0, 1)
jsou zobrazeny v grafech.
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Néhodné prochazka Nahodnd prochéazka
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Napt. proces (,,ndhodnd prochiazka® s driftem)
Yi=Y, 14+a+e,t=1,...n,
kde ¢, ~ WN(0, 02) lze psit ve tvaru

Vi=Y1+a+ea= Y2+a+e_1)
+a+e =Y 34+a+ e o)
t2ate1teg=-=
t
=Yo+at+ ¢
i=1
Y znadi poéateéni hodnotu. Jedna z moznych realizaci procesu (simulace) pro n = 100, Yy = 0,¢; ~ WN(0, 1)

je zobrazena v grafu.

Nahodna prochézka s driftem
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3 Dekompozice ¢asovych fad

3.1 Klouzavé priaméry

MIMNISTERSTVO SKOLSTWI, OF Vedéldvani

- UNIVERZITA
fondvCR EVROPSKAUNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceachopnost OBRANY

Zakladem klasické analyzy Casové fady Y; je jejf rozklad na trend 73, sezénni slozku S; a sloZku rezidudlni

(zbytkovou, ndhodnou) e;. V aditivnim modelu md dekompozice tvar
}/; - ﬂ + S t + €t,

v multiplikativhim modelu potom tvar
Y =T, 5 e.

Obvyklou metodou, jak ziskat trend je vyuziti linearnich filtra

o0
T, = Z AiYepi

1=—00
Jednoduchym piikladem linedrnich filtrd jsou klouzavé priméry s konstantnimi vahami

a

1
T, = Yiii.
t 2a+1'z t+1

1=—a

Vyrovnanou hodnotu ¢asové fady v Case 7 ziskdme jako primér hodnot {y,—a, ..., yr,. ..

pro a = 2,12 a 40 dostdvdme

11111
.a:27)‘i:{57§757575

1 1
{5535
—_———

25 krat

1 1
® a:40,)\22{§,,871}
—_———

81 krat

e a=12\; =

Graf zobrazuje obsahuje mési¢ni produkci piva v Austrélii od ledna 1956 do srpna 1995
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Grafy zobrazuji klouzavé priméry délky 5 (a = 2), 25 (a = 12), 81 (a = 20).
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Klouzavé priméry (v R je mozné je pocitat pomoci funkce £ilter) jsou zdkladem klasické dekompozice,
kterou v programu R provadi funkce decompose. Ponékud sofistikovanéjsi metodu dekompozice nabizi
funkce st 1.

Dekompozici ¢asové fady lze také provadét pomoci linedrni regrese (funkce 1m — viz regresni analyza).
Mimo trendu (linearniho, kvadratického atd.) je ¢asto vhodné do regresniho modelu pridat bud sezénni slozky,
nebo periodické funkce s vhodnymi periodami.

3.2 Regrese

Na obrézku je zndzornén vyvoj hrubé mésiéni mzdy v CR v obdobi 2000-2012, jednd se o &tvrtletni data.
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Trend odhadneme pomoci piimkové regrese, pro numerickou stabilitu vypoctu provedeme transformaci ¢asové
proménné t = rok — 1999, takzet =1 ..., 13.

Odhad Sm.chyba ¢-test p-hodnota
konstanta 11875,9388  286,5841 41,44 0,0000
t  1051,1374 34,6343 30,35 0,0000
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primérna mésiéni mzdav CR

15000
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Periodickou slozku odhadneme pomoci ,,dummy* proménnych q1, g2, g3, 4. Trend potom pomoci polynomu
3. stupné. konstantu do modelu nezahrneme, vznikne vlastné souctem ,,dummy* proménnych qi, g2, q3, g4-
¢ = (1,0,0,0,1,0,0,0,...,1,0,0,0)
¢ = (0,1,0,0,0,1,0,0,...,0,1,0,0)
¢ = (0,0,1,0,0,0,1,0,...,0,0,1,0)
¢ = (0,0,0,1,0,0,0,1,...,0,0,0,1)
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Odhad Sm.chyba ¢-test p-hodnota

t 484,4349  152,8450 3,17 0,0027
t2 111,4610 23,3280 4,78 0,0000
t3 -5,7907 1,0430 -5,55 0,0000
g1 11684,2530  282,8990 41,30 0,0000
g2 12457,0559  287,3388 43,35 0,0000
gs 12138,0542  291,5674 41,63 0,0000
gs 13921,6368  295,6681 47,09 0,0000
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15000
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Vyjdeme-li z uvedeného regresniho modelu, dostaneme predikce da rok 2013 spolu s 95% intervaly spo-
lehlivosti:

predikce dolni horni
2013, 1.¢tvrtleti  24423,14  24008,05 24838,23
2013, 2.¢tvrtleti  25237,73  24777,01 25698,44
2013, 3.¢tvrtleti  24943,50 24431,21  25455,79
2013, 4.¢tvrtleti  26734,30  26164,51  27304,09
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Priklady k procvi¢eni

1. Data v souboru rozvody.txt zachycuji vyvoj poétu rozvodii v CR od roku 1960 do roku 1910. Popiste trend
vhodnou regresni funkci. Vykreslete graf odhadnutého trendu, uréete rezidua a popiste jejich vlastnosti.
[Datovy soubor: rozvody.txt]

2. Data v souboru CPI_CR _ctvrtletni.txt zachycuji vyvoj indexu spotiebitelskych cen v CR od roku 2000
do roku 2012. Jedna se o ¢tvrtletni indexy, kdy hodnota 100 odpovida priméru roku 2005. Popiste trend
vhodnou regresni funkci. Vykreslete graf odhadnutého trendu, uréete rezidua a popiste jejich vlastnosti.

[Datovy soubor: CPI_CR ctvrtletni.txt]

3. V rocence infekéni nemoci 2012 je uveden vyvoj poctu hldseného svrabu na 100 000 obyvatel od roku
1993 do roku 2011. Popiste trend vhodnou regresni funkci. Vykreslete graf odhadnutého trendu, urcete
rezidua a popiste jejich vlastnosti. [Datovy soubor: svrab.txt]

4. Soubor PM10_UK.txt obsahuje udaje o mnoZstvi prachovych ¢astic PM10 v ovzdusi ve Velké Britdnii
od roku 1990 do roku 2010. Cilem je popsat dynamiku téchto ¢astic v ovzdusi. Popiste trend vhodnou
regresni funkci. Vykreslete graf odhadnutého trendu, urcete rezidua a popiste jejich vlastnosti.

[Datovy soubor: PM10_UK.txt]

5. Datovy soubor airmiles z balicku ,,datasets obsahuje tdaje o ,,Revenue Passenger Miles* tedy o celkové
mnozstvi mili nalétanych platicimi pasazéry na komerénich aerolinkdch v USA v letech 1937 az 1960.
Popiste trend vhodnou regresni funkei. Vykreslete graf odhadnutého trendu, uréete rezidua a popiste jejich
vlastnosti. [Pfikaz pro R: data(airmiles)]

6. Datovy soubor airpass z balicku ,,TSA* obsahuje mési¢ni udaje o poctu pasazéri na mezindrodnich linkach
letech 1960 az 1971. Popiste trend vhodnou regresni funkci. Vykreslete graf odhadnutého trendu, urcete
rezidua a popiste jejich vlastnosti. Pomoci vhodnych ,,dummy“ proménnych popiste periodické chovani
této Casové fady. Poté analyzovanou fadu zlogaritmujte a opét provedte popis trendu této transformované
casové fady. [Pfikaz pro R: data(airpass)]



