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Periodicita v ¢asové rade, jeji popis a identifikace

1 Periodicita

Neékteré Casové fady obsahuji periodickou slozku. Pomoc{ vybranych nastroji spektralni analyzy budeme tuto
sloZku identifikovat. Mé&jme funkci periodickou funkci

Rcos(2m ft + ¢),

R je amplituda, f je frekvence a ¢ oznacuje fazovy posuv. Tato funkce se opakuje kazdou ¢asovou jednotku
T = % — perioda.
Graf zobrazuje dvé tyto funkce v diskrétnim Case t = 1,...,96 s frekvencemi 4/96 a 14/96. Funkce s niZ$i

ol

frekvenci ma nulovy fazovy posuv, ta s vyssi frekvenci ma fazovy posuv 0,67.
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Vytvorme linedrni kombinaci téchto funkci

4 14
Y; = 2cos <27Tt96) + 3 cos [27r <t96 + 0,3)} . (D)

Periodicita je nyni ,,skryta“.
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Plati

Rcos(2m ft + ¢) = Acos(2w ft) + Bsin(2w ft),
kde

B
R=+/A%2+ B2, ¢ = arctan (—)

A

a obracené
A= Rcos¢p, B=—Rsing.

Pro pevné danou hodnotu frekvence f lze pouzit cos(2 ft) a sin(27 ft) jako prediktory a odhadnout A a B
pomoci metody nejmensich ¢tvercd. Obecnou kombinaci m kosinovych funkcei s libovolnymi amplitudami
a frekvencemi Ize zapsat ve tvaru'

Y, =Ap+ Z [A; cos(2m f;t) + B;(2sin f;t)].
j=1

Metodu nejmensich ¢tvercl 1ze pouZit pro odhady A; a B;, pokud maji frekvence specidlni tvar, regrese jsou
jednoduché. Predpokladejme Ze n je liché, n = 2k + 1. Frekvence 1/n,2/n, ..., k/n se nazyvaji fourierovské
frekvence. Prediktory tvofené funkcemi sinus a kosinus v téchto frekvencich jsou ortogondlni, dostivame
odhady

A=Y
E_giy 27t] E}_giy [ 2mt]
i= roos { — = a Bj=-— tsin | —=
t=1 t=1
Je-li n sudé, n = 2k, predchozi rovnice plati pro j = 1,2...,k — 1, ale pro j = k dostadvame
~ 1l . ~
Ag==> (-, a Bp=0. )

n
t=1

1.1 Periodogram

Pro liché n = 2k + 1 je periodogram ! pro frekvenci f = j/n,j = 1,2,..., k definovan

JY_ " (72, m
Pro sudé n = 2k ziskdme hodnoty periodogramu pro j = 1,2,...,k — 1 podle pifedchoziho vztahu, pro
j =k, tedy frekvenci f = k/n =1/2je
1 72

viz vyraz (2).
Pozn. Pro dlouhé ¢asové fady se pro vypocet pouziva FFT (fast Fourier transform). Graf zobrazuje perio-
dogram linedrni kombinace funkci (1)

! A je koeficient kosinové funkce pro nulovou frekvenci, By je koeficient kosinové funkce pro nulovou frekvenci, je tedy nulovy
a ve vzorci se neobjevuje.
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Rozsitime nyni definici periodogramu na vSechny frekvence z intervalu 0 < f < 1/2

_ (32, n2
1) = (Af+Bf),
kde
~ 2 S 2
Ap = — E Yicos(2ntf) a By=— E Y sin(27tf).
n n
t=1 t=1

Priklad. Pilno¢ni magnitudy (jas) jisté hvézdy v 600 po sobé jdoucich dnech jsou zobrazeny na levém grafu,
periodogram je vpravo.
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den Frekvence

Pro¢ frekvence omezovat na interval 0 < f < 1/2? V grafu jsou zobrazeny dvé kosinové funkce, jedna
s frekvenci f = 1/4 a druhd s frekvenci f = 3/4 (¢arkovand ¢ara). Mé&fime-li hodnoty téchto funkci pouze
v ¢asech t = 0,1,2,..., dostivame identické hodnoty. V diskrétnim Case nemiiZze od sebe tyto dvé funkce

rozlisit — aliasing frekvenci. Nyquistova frekvence — f = 1/2.
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Diskretni Cas t

Priklad. Mame k dispozici tidaje o mzdach v CR za obdobi 2000-2012. Odhadnuty linedrni trend pomoci
linedrni regrese je zndzornén na nasledujici grafu (nahote vlevo). Po odecteni toho trendu ziskdme rezidua (graf
vpravo nahote). Pod témito grafy jsou zobrazeny odpovidajici periodogramy.
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S vyuzitim vypocitanych hodnot periodogramu (z rezidui), popiSeme vyvoj mezd pomoci modelu

Y = By + Sit + Bot? + B3t + Bysindnt + Bs cos dnt + Bg sin 2mt + [ cos 27t
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2 Exponencialni vyrovnavani

Chceme-li predikovat (predpovidat) hodnotu ¢asové fady v Case t = T, je pfirozené vzit v ivahu predchazejici
hodnoty a onu predikci urcit jako vdZeny soucet predchozich pozorovéni.

Yi=r = Aoyr + Myr—1+ Aoyr—2 +--- .

zda se byt rozumné déit neddvnym pozorovanim vétsi vdhu neZ pozorovanim v ¢ase hodné vzdalenym. Jednou
z moZnosti je pouZiti nasledujicich vah

N=al-a), 0<a<l,

potom
Ji=r =ayr + (1 —a)yr 1+ (1 —a)’yr o+ -

Exponencidlni vyrovnavani (ndzev pochdzi z faktu, Ze véhy klesaji exponencidlng) v tomto zdkladnim tvaru
mizZe byt pouzito pouze pro ¢asové fady bez trendu a sezénni slozky. Zobecnénim uvedené procedury je tzv.
Holt-Wintersovo vyrovnévani, které jiZ uvazuje i trend a sezoénni sloZku. Obsahuje tfi parametry: « pro Uroven,
B pro trend a y pro sezénni slozku (funkce HoltWinters).

v v

Priklad. Mési¢ni produkce piva v Austrilii.

Holt-Winters filtering
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Piiklad. Mzda v Ceské republice.

Holt-Winters filtering
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Obrazek vlevo ukazuje vysledek exponencidlniho vyrovndvani, obrdzek vpravo potom fit pomoci periodickych
funkci — viz periodogram.

Priklady k procvi¢eni

1. Najdéte vyznamné periody Casovych fad uvedenych v souboru perioda.txt. Pomoci linedrniho regresniho
modelu odhadnéte trend pomoci funkci sinus a kosinus pro vyznamné periody.

[Datovy soubor: perioda.txt]

2. Datovy soubor airpass z balicku ,,TSA*“ obsahuje mési¢ni tdaje o pocCtu pasazéri na mezinarodnich
linkach letech 1960 az 1971. Pomoci periodogramu identifikujte vyznamné periodické slozky v casové
fadé logaritmi poctu pasazéru, popiSte trend pomoci funkei sinus a cosinus s vyznamnymi periodami.
Vysledek porovnejte s odhadnutym proloZenim pomoci dummy proménnych.

[Pfikaz pro R: data(airpass,package="TSA”)]

3. Datovy soubor airpass z balicku ,, TSA“ obsahuje mési¢ni tidaje o poctu pasazérii na mezinarodnich
linkéch letech 1960 az 1971. Pomoci klouzavych priméra vhodné délky provedte vyhlazeni této Casové

6
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L

fady. Provedte dekompozici této Casové tady (piikazy decompose, stl). VyuZijte funkci HoltWinters
pro vypocet exponencidlniho vyrovnani. UrCete pfedpovédi pomoci vhodného typu exponencidlniho
vyrovndni. [Pfikaz pro R: data(airpass,package="TSA”)]

. Datovy soubor co2 z balicku ,,TSA* obsahuje atmosférické koncentrace CO-. Jedna se o mé&si¢ni data
od roku 1994 do roku 2004 (Alert, Northwest Territories, Kanada). Pomoci klouzavych primért vhodné
délky provedte vyhlazeni této Gasové fady. Provedte dekompozici této Casové fady (piikazy decompose,
stl). VyuZijte funkci HoltWinters pro vypocet exponencidlniho vyrovnéni. Urcete predpovédi pomoci
zvoleného typu exponencidlniho vyrovnani. [Piikaz pro R: data(co2, package="TSA”)]



