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Modely stacionarnich ¢asovych rfad

1 Stacionarni procesy

1.1 Linearni proces

Budeme se zabyvat konstrukci modelti pro staciondrni ¢asové fady — ARMA modely. Proces {¢;} nazveme
bilym Sumem s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o? a piSeme

{e;} ~ WN(0,0?),

pravé kdyz {e,} ma stfedni hodnotu 0 a pro kovarian¢ni funkci plati

o2 prok =0

7(k):{ 0 prok #0.

Jestlize ndhodné veli¢iny ¢; jsou nezavislé se stejnym rozd&lenim se stiedni hodnotou 0 a rozptylem o2, pak
budeme psét
{1} ~i.i.d.(0,0?).

2 w2

Necht {¢;} je bily Sum s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o2. Necht wy, w1, . . . , jsou takova &isla, Ze
>0 |w;|? < oo. Proces

o0
Y, = E wj€t—j,
=0

se nazyva linedrni proces.

1.2 Procesy MA
Proces klouzavych pramérd fadu 1 — MA(1)

Model je dan vztahem
}/t — €¢ + 01€t_1, neboli Y;f = (1 + 01L)et,

kde L je operator zpétného posunuti (Le; = €;_1). Tento model, stejné jako vSechny MA modely, je stacionarni.
Je-li mozné MA proces vyjadiit ve formé konvergujici AR(00), tj. (1 + 7L + mL? + ---)Y; = €, kde
Z;‘;l < 00, potom se oznacuje jako invertibilni. Hodnoty ACF procesu MA(1) jsou ddny vztahem

O k=1
pp = 1+62 )
0 k>1.

ACF ma identifikac¢ni bod k& = 1.
Pozn.: Stejnou ACF maji vzdy dva MA(1) procesy, s parametrem 01 a 1/6;. Je-li |61] < 1, potom |1/60;| > 1
a tento proces neni invertibilni.

Hodnoty PACF pro 6; < 0 priblizuji se exponencidlné k nule. Jestlize 1 > 0, osciluji s klesajici amplitudou.
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Proces klouzavych pramérua fadu ¢ — MA(q)

Model je din vztahem
Yi=€¢+601ee1+ - +04—q, neboli Y= (1+60L+ - +6,L%e.
Proces je invertibilni, leZi-li kofeny polynomidlni rovnice (146, L+ - - - +6,L9 = 0) vné jednotkového kruhu.

ACF ma tvar Ot 010014t 0
1 —
k kil Rk B =1,2,...,q,
Pk =

1+07+--+02
k>q.

ACF ma identifika¢ni bod k£ = ¢. Hodnoty PACF tvori kombinace exponencidlné klesajicich pohybt (v pfipadé
redlnych kofeni polynomidlni rovnice) a exponencidlné klesajicich sinusoidnich pohybti (v ptipadé komplexnich
kofent).

1.3 Procesy AR
Autoregresni proces fadu 1 — AR(1)

Proces je ddn rovnici
Yi=¢1Yi1 + e,

kde ¢ je redlné &islo a {e;} je bily Sum. Pomoci operétoru zpétného posunuti L, pro ktery plati LY; = Y;_1,
L?Y; = Y,_5 aobecné L°Y; = Y;_,, miiZeme model zapsat ve tvaru

(1—=¢1L)Y; = .
Za podminky |¢1| < 1 jej 1ze vyjadfit ve formé
Vi=(1-¢1L) reg =1+ ¢ L+@iL> + - )er = € + dpree—1 + dieeo+ -,
coZ je tzv. stacionarni linearni proces. Tento proces je stacionarni. Autokorela¢ni funkce AR(1) procesu je rovna

por=0%, k=0,1,2,....
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Jestlize ¢1 > 0, hodnoty ACF klesaji exponencialné k nule, jestlize ¢; < 0, hodnoty klesaji k nule oscilacné.
Pokles hodnot ACF je pomaly, blizi-li se ¢ k hodnotdm +1 nebo —1.

Parciélni autokorela¢ni funkce AR(1) procesu je rovna

. pr=¢1 k=1,
70 k> 2.

PACF ma identifika¢ni bod kg = 1.
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Autoregresni proces fadu 2 — AR(2)

Proces je ddn rovnici
Yi = 01Yeio1 + ¢2Yio + &,

kde ¢1, ¢2 jsou redlné ¢isla a {e; } je bily Sum. Pomoci operatoru zpétného posunuti mizeme model zapsat ve
tvaru
(1-¢1L — 1 L*)Y; = er.

Charakteristicky polynom tohoto procesu je

B(z) =1— 1z — 12
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Lze ukdzat, Ze pokud kofeny tohoto polynomu leZi mimo jednotkovou kruZnice v roviné komplexnich &isel, je
tento proces stacionarni. Kotfeny charakteristického polynomu jsou

Z1,2 = P V01 + 42

’ —2¢2 '

Tyto kofeny jsou v absolutni hodnoté vétsi nez 1 prave tehdy, jsou-li splnény ndsledujici tfi podminky
P14+ ¢2 <1, ¢a—¢1 <1, |pof <L

VyuZzijeme-li Yule-Walkerovy rovnice pro AR(2) proces, dostaneme

Pk = O1Pk—1 + P2pK—2, Pprok=1,23,....
Pro k = 1a pg = 1 dostavame p; = ¢1 + ¢2p1, tedy

_ ¢
1—¢o

P1

Pro k = 2 mdme py = ¢1p1 + P2p0, tedy

$a(1 — ¢2) + ¢

1— ¢ '
Dalsi hodnoty 1ze dopocitat pomoci rekurentni formule. PACF ma identifika¢ni bod kg = 2 — pro £ > 2 je
PACF nulova.

p2 =

AR(2), 91=3/4, 9,=1/8
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Autoregresni model fadu p — AR(p)

Model je dan rovnici
Yi=¢1Yi1+ -+ ¢pYipe,

pomoci operdtoru zpétného posunuti

(I1=¢1L—--- =L )Yi =€, 1. ¢p(L)Y:=e,
kde ¢p(L) = (1 — ¢1L — - - - — ¢, LP). Za podminky stacionarity 1ze proces AR(1) vyjadfit ve tvaru linedrniho
procesu. Tato podminka je splnéna, lezi-li kofeny polynomidlni rovnice (1 — ¢1L — --- — ¢, LP) = 0 vné

jednotkového kruhu. Hodnoty ACF tvoii kombinace exponencidlné klesajicich pohybu (v piipadé redlnych
kotenti polynomidlni rovnice) a exponencidlné klesajicich sinusoidnich pohybii (v pfipad€ komplexnich kofenil).

Hodnoty PACF pro zpoZzdéni k = 1,2,. .., p jsou rizné od nuly, pro dalsi hodnoty jsou potom rovny nule.

4
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1.4 Proces ARMA
Smiseny proces ARMA(1,1)

Y\ s

Nejjednodussi smiSeny proces md tvar

Yi=gYia+ea+big, . 1—¢iL)Y,=(1+61L)e.

ACF je podobnd ACF procesu AR(1), je charakteristickd exponencidlné klesajicimi (prfip. oscilujicimi)
hodnotami. Exponencidlni pokles za¢ind od hodnoty p1, na rozdil od procesu AR(1),kde zacinal jizZ od hodnoty

PO = 1.
Tvar PACF je podobny jako u procesu MA(1). Po pocatecni hodnoté ¢11 = p; je tato funkce charakteristicka
exponencidlnim (resp. oscilujicim) poklesem.

Smiseny proces ARMA(p, q)

Rovnice modelu je
}/t — le}/tfl —+ -+ ¢th,pet + 91 + €t—1 + .-+ eqet*q

(1—¢1L—---—¢pr)Y;g=(1+91L—|—-~~—|—6qu)€t.

ACF je podobnd ACF procesu AR(p), je charakteristickd exponencidlné klesajicimi (pfip. oscilujicimi)
hodnotami. Tento tvar v§ak bude nasledovat az po prvnich ¢—p hodnotéch (pro ¢ > p). Hodnoty pg, p1, . .., pg—p
tento tvar mit nebudou.

Pro k > p — q ap > ¢ se PACF bude chovat stejné jako procesu MA(q). Pro & < p — ¢ je vSak tento
tvar odlisny. ARMA proces se nazyvéd kauzalni, jestlize existuje takova redlnd posloupnost ¢ = {1;}5°

<,
> 720 1| < oo, Ze plati !

o0

Y= tjerj, neboli ¥; = 9(L)ey, t € Z,

7=0
kde

V(L) =1+ 1L+l + ...

[ee)

ARMA proces se nazyvé invertibilni, jestlize existuje takovd redlnd posloupnost m = {m; } =0’ > o mil < oo,
Ze plati

o0
> mYij =€, neboli m(L)Y; = e, t € Z,
=0
kde
(L) =1—mL —mLl?—....

2 Specifikace modelu a odhady parametru

e vybér hodnot pro p, ¢ pro danou ¢asovou fadu

e odhad parametrti zvoleného ARMA(p, q) modelu
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MA(g) ARMA(p, ¢)
ACF | neexistuje kg ko =q neexistuje ko,
Pk ve tvaru U pr ve tvaru U
po prvnich ¢ — p hodnotach
PACF ko=p neexistuje ko neexistuje kg
prk omezend kiivkou U prk omezend kiivkou U
po prvnich p — ¢ hodnotach

Tab. 1: Tvar autokorelacni a parcidlni autokorelaéni funkce

Odhad autokorela¢ni funkce (ACF) ma tvar

k= ~ )
YV —Y)?

k=1,2,...

kde
ﬁ:?:

S

n
DY
t=1

kde n je pocet hodnot (délka) Casové fady.
Pro konstrukci intervalu spolehlivosti odhadu p; pouZijeme tzv. Bartlettovu aproximaci. Je-li p, = 0 pro
k > ko, pak

Mame-li rozhodnout, zda pj, = 0, porovndme hodnotu |py| obvykle s ¢islem 20 (py). Odhad parcidlni autoko-
relacni funkce (PACF) je dan

1511 = ﬁl
N k=1 ~ ~
5 Pk — Zj:1 Pk—1,5 Pk—j
kk — k—1 ~ — )
1- Zj:1 Pk—1,5 Pj

Pkj = Pk—1,j — PkkPk—1k—j, J=1,2,...,k—1.

Nulovost hodnot PACF lze testovat na zdkladé tzv. Quenouilleovy aproximace. Je-li pir. = 0 pro k > ko, pak
- 1
o (Prk) ~ = k> ko

Pro vlastni test pouZijeme dvojndsobek této smérodatné odchylky.

Specifikace modelu — ARMA(p,q)
Neéktera kritéria pro volbu modelu (hled4 se model s nejmensi hodnotou kritéria)

o Akaikeho kritérium AIC:
AIC =1n 6?2 +2M/n,

kde M = p + q, 62 je rezidudlni rozptyl a n je poet pozorovani (pocet reziduf).
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e Schwartzovo kritérium SC:
2Mn

SC=lng2+ "
Nt T M+ D)/n

e Hannanovo-Quinnova kritérium HQ:

HQ =1n62 + 2M(In(Inn))/n.

Odhady parametrd modelu — ARMA(p,q):
e metoda momentd,
e metoda nejmensich Ctvercd,

e metoda maximalni vérohodnosti.

3 Ovéreni vhodnosti modelu

e analyza rezidui

— graf rezidui, graf standardizovanych rezidui

— histogram rezidui
- Q-Q plot
— autokorelace rezidui — ACF, PACF, Ljung-Boxiv test (portmanteau test)

e prefitovani (overfitting), nadbyte¢nost parametrt

4 Konstrukce predpovédi

Na zéakladé historie ¢asové fady az to Casu ¢, tedy Y7, Ys, ..., Y;, bude chtit predpovédét(predikovat) hodnotu
Yi 1, tedy hodnotu v Case t + k. OznaCme tuto piedpovéd Y; (k) Lze ukdzat, Ze pfedpovéd s nejmensi stiedni
¢tvercovou chybou (minimum mean square forecast — MSE)

EYiyr, — Yi(k))?

ma tvar R
Yt(k) = E(th+k‘Y17Y2’ s 7Y7t)

Nejprve ukdZeme konstrukci predikei pro AR(1) proces. Méjme proces s nulovou stfedni hodnotou
Yi—p=0Yi1—p) +e.
Jednokrokovou predpovéd’ ziskdme dosazenim ¢ + 1 za ¢
Yier —p=0(Y; — 1) + €41
Pti danych hodnotach Y7, Ys, . . ., Y; spocteme podminénou stfedni hodnotu na obou stranach pfedchozi rovnice

Yi(1) = p = ¢[B(Vi|Y1,Ya, ..., V) — p] + E(ersa|V1, V2, ..., V7).
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L

Z vlastnosti podminéné stfedni hodnoty plyne
E(Yi|V1,Ys,...,Ys) = Vi,
protoZe €41 je nezdvislé na Y7, Yo, ..., Y} je
E(e41|Y1, Yo, ..., Y:) = E(e41) = 0.

Yi(1) = p+ oYy — p)
Predpovéd pro ¢as ¢t + k bychom podobny postupem dostali
Yi(k) = p+ ¢[Yilk — 1) — ], prok > 1,

nebot’E(}/}+k_1A|Y1,Y2, LY = }Aft(k‘ —1)aprok > 1je €4k nezavisléna Y7,Ys, ..., Y,.
Predpovéd Y;(2) je potom rovna
Yi(2) = p+ o[Yi(1) — i,
podobné se ziskaji dalsi piedpovédi. Pro predpovéd f@(k) tedy plati
Yi(k) = 0[Yi(k = 1) = pi] + =
= ¢p{o[Vi(k —2) = pl} +p =

= " V(1) — p +

nebo R
Yi(k) = p+ (Y — ). )
Mgjme chybu jednokrokové piedpovédi €,(1), pro ni plati
e(1) = Yipr — V(1) =
= [o0(Ye — p) + p+ 1] — [0(Ve — p) + p] =

= €t4+1

Chyba jednokrokové pfedpovédi ma nulovou stiedni hodnotu, je nezdvisld na historii procesu, jeji rozptyl je

Dlei(1)] = o2

z.
PrepiSeme nyni AR(1) proces do tvaru MA (co)
Yi=e+ 1+ ¢ e+ PPz + ...
S vyuzitim (1) tuto rovnici upravime
er(k) = Yipp —p— " (Vs — p) =
=eqp+oeqp1+- -+ e+ e+ — e+ e +..) =

k-1
= €4k T P€pyp—1 T+ O €
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Uvedeny vztah lze pfepsat

€t(k) = €tk + ¢16t+k_1 + ¢2€t+k—2 + -+ Y1641,

Stéedni hodnota je E[e;(k)] = 0, odhad je nestranny, rozptyl je roven

Dle(k)] = 02 (1+ b1 + 93+ -+ 7))

Interval spolehlivosti pro k-krokovou predpovéd je

k—1 k—1
Yi(k) = 20¢\ |1+ 92, Yi(k) = 20¢, [ 1+ Y42 |,
j=1 j=1

Priklady k procvic¢eni

. Pomoci funkce ARMAacf vykreslete autokorelaéni a parcidlni autokorela¢ni funkci AR(1) procest s hod-
notami parametrd ¢ = 0,7 a ¢ = —0,7. Nasledné pomoci funkce arima.sim spoctéte simulace téchto
procest pro n. = 500. Zddvodnéte odlisnost teoretickych a empirickych hodnot téchto funkci. Pro simu-
lované procesy odhadnéte parametry AR(1) procest pomoci funkce arima.

. Pomoci funkce ARMAacf vykreslete autokorelaéni a parcidlni autokorelacni funkci MA(1) procest
s hodnotami parametri § = 0,7 a §# = —0,7. Nasledné pomoci funkce arima.sim spoctéte simulace
té€chto procest pro n = 500. Zdivodnéte odlisnost teoretickych a empirickych hodnot téchto funkei. Pro
simulované procesy odhadnéte parametry MA(1) procestd pomoci funkce arima.

. Pomoci funkce ARMAacf vykreslete autokorelacni a parcialni autokorelaéni funkci ARMA(1,1) procest
s hodnotami parametri ¢ = 0,7 a § = 0,7. Nasledné pomoci funkce arima.sim spoctéte simulace
téchto procest pro n = 500. Zdivodnéte odlisnost teoretickych a empirickych hodnot téchto funkci. Pro
simulované procesy odhadnéte parametry ARMA(1,1) procest pomoci funkce arima.

.V datovém souboru stac_proces].txt 1ze najit Casovou fadu délky n = 500. Najdéte vhodny AR, MA,
piipadné ARMA model. Provedte diagnostiku zvoleného modelu (vlastnosti rezidui) a spoctete predikce
na 10 budoucich hodnot. [Datovy soubor: stac_proces].txt]

.V datovém souboru stac_proces2.txt 1ze najit Casovou fadu délky n = 500. Najdéte vhodny AR, MA,
piipadné ARMA model. Provedte diagnostiku zvoleného modelu (vlastnosti rezidui) a spoctete predikce
na 10 budoucich hodnot. Zobrazte graficky. [Datovy soubor: stac_proces2.txt]

.V datovém souboru stac_proces3.txt Ize najit ¢asovou fadu délky n = 500. Najdéte vhodny AR, MA,
piipadné ARMA model. Provedte diagnostiku zvoleného modelu (vlastnosti rezidui) a spoctete predikce
na 10 budoucich hodnot. Vysledky zobrazte v grafu. [Datovy soubor: stac_proces3.txt]



