
Modely stacionárnı́ch časových řad

1 Stacionárnı́ procesy

1.1 Lineárnı́ proces

Budeme se zabývat konstrukcı́ modelů pro stacionárnı́ časové řady – ARMA modely. Proces {εt} nazveme
bı́lým šumem s nulovou střednı́ hodnotou a rozptylem σ2 a pı́šeme

{εt} ∼WN(0, σ2),

právě když {εt} má střednı́ hodnotu 0 a pro kovariančnı́ funkci platı́

γ(k) =

{
σ2 pro k = 0
0 pro k 6= 0.

Jestliže náhodné veličiny εt jsou nezávislé se stejným rozdělenı́m se střednı́ hodnotou 0 a rozptylem σ2, pak
budeme psát

{εt} ∼ i.i.d.(0, σ2).

Necht’{εt} je bı́lý šum s nulovou střednı́ hodnotou a rozptylem σ2. Necht’w0, w1, . . . , jsou taková čı́sla, že∑∞
j=0 |wj |2 <∞. Proces

Yt =
∞∑
j=0

wjεt−j ,

se nazývá lineárnı́ proces.

1.2 Procesy MA

Proces klouzavých průměrů řádu 1 – MA(1)

Model je dán vztahem
Yt = εt + θ1εt−1, neboli Yt = (1 + θ1L)εt,

kdeL je operátor zpětného posunutı́ (Lεt = εt−1). Tento model, stejně jako všechny MA modely, je stacionárnı́.
Je-li možné MA proces vyjádřit ve formě konvergujı́cı́ AR(∞), tj. (1 + π1L + π2L

2 + · · · )Yt = εt, kde∑∞
j=1 <∞, potom se označuje jako invertibilnı́. Hodnoty ACF procesu MA(1) jsou dány vztahem

ρk =

{
θ1

1+θ21
k = 1,

0 k > 1.
.

ACF má identifikačnı́ bod k = 1.
Pozn.: Stejnou ACF majı́ vždy dva MA(1) procesy, s parametrem θ1 a 1/θ1. Je-li |θ1| < 1, potom |1/θ1| > 1

a tento proces nenı́ invertibilnı́.

Hodnoty PACF pro θ1 < 0 přibližujı́ se exponenciálně k nule. Jestliže θ1 > 0, oscilujı́ s klesajı́cı́ amplitudou.

Operačnı́ program Vzdělávánı́ pro konkurenceschopnost
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Proces klouzavých průměrů řádu q – MA(q)

Model je dán vztahem

Yt = εt + θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q, neboli Yt = (1 + θ1L+ · · ·+ θqL
q)εt.

Proces je invertibilnı́, ležı́-li kořeny polynomiálnı́ rovnice (1+ θ1L+ · · ·+ θqLq = 0) vně jednotkového kruhu.
ACF má tvar

ρk =

{ θk+θ1θk+1+···+θq−kθk
1+θ21+···+θ2q

k = 1, 2, . . . , q,

0 k > q.

ACF má identifikačnı́ bod k = q. Hodnoty PACF tvořı́ kombinace exponenciálně klesajı́cı́ch pohybů (v přı́padě
reálných kořenů polynomiálnı́ rovnice) a exponenciálně klesajı́cı́ch sinusoidnı́ch pohybů (v přı́padě komplexnı́ch
kořenů).

1.3 Procesy AR

Autoregresnı́ proces řádu 1 – AR(1)

Proces je dán rovnicı́
Yt = φ1Yt−1 + εt,

kde φ1 je reálné čı́slo a {εt} je bı́lý šum. Pomocı́ operátoru zpětného posunutı́ L, pro který platı́ LYt = Yt−1,
L2Yt = Yt−2 a obecně LsYt = Yt−s, můžeme model zapsat ve tvaru

(1− φ1L)Yt = εt.

Za podmı́nky |φ1| < 1 jej lze vyjádřit ve formě

Yt = (1− φ1L)−1εt = (1 + φ1L+ φ21L
2 + · · · )εt = εt + φ1εt−1 + φ21εt−2 + · · · ,

což je tzv. stacionárnı́ lineárnı́ proces. Tento proces je stacionárnı́. Autokorelačnı́ funkce AR(1) procesu je rovna

ρk = φk1, k = 0, 1, 2, . . . .
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Jestliže φ1 > 0, hodnoty ACF klesajı́ exponenciálně k nule, jestliže φ1 < 0, hodnoty klesajı́ k nule oscilačně.
Pokles hodnot ACF je pomalý, blı́žı́-li se φ k hodnotám +1 nebo −1.

Parciálnı́ autokorelačnı́ funkce AR(1) procesu je rovna

ρkk =

{
ρ1 = φ1 k = 1,

0 k ≥ 2.

PACF má identifikačnı́ bod k0 = 1.

Autoregresnı́ proces řádu 2 – AR(2)

Proces je dán rovnicı́
Yt = φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + εt,

kde φ1, φ2 jsou reálné čı́sla a {εt} je bı́lý šum. Pomocı́ operátoru zpětného posunutı́ můžeme model zapsat ve
tvaru

(1− φ1L− φ1L2)Yt = εt.

Charakteristický polynom tohoto procesu je

φ(z) = 1− φ1z − φ1z2.
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Lze ukázat, že pokud kořeny tohoto polynomu ležı́ mimo jednotkovou kružnice v rovině komplexnı́ch čı́sel, je
tento proces stacionárnı́. Kořeny charakteristického polynomu jsou

z1,2 =
φ1 ±

√
φ21 + 4φ2
−2φ2

.

Tyto kořeny jsou v absolutnı́ hodnotě většı́ než 1 právě tehdy, jsou-li splněny následujı́cı́ tři podmı́nky

φ1 + φ2 < 1, φ2 − φ1 < 1, |φ2| < 1.

Využijeme-li Yule-Walkerovy rovnice pro AR(2) proces, dostaneme

ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2, pro k = 1, 2, 3, . . . .

Pro k = 1 a ρ0 = 1 dostáváme ρ1 = φ1 + φ2ρ1, tedy

ρ1 =
φ1

1− φ2
.

Pro k = 2 máme ρ2 = φ1ρ1 + φ2ρ0, tedy

ρ2 =
φ2(1− φ2) + φ21

1− φ2
.

Dalšı́ hodnoty lze dopočı́tat pomocı́ rekurentnı́ formule. PACF má identifikačnı́ bod k0 = 2 – pro k > 2 je
PACF nulová.

Autoregresnı́ model řádu p – AR(p)

Model je dán rovnicı́
Yt = φ1Yt−1 + · · ·+ φpYt−pεt,

pomocı́ operátoru zpětného posunutı́

(1− φ1L− · · · − φpLp)Yt = εt, tj. φp(L)Yt = εt,

kde φp(L) = (1− φ1L− · · · − φpLp). Za podmı́nky stacionarity lze proces AR(1) vyjádřit ve tvaru lineárnı́ho
procesu. Tato podmı́nka je splněna, ležı́-li kořeny polynomiálnı́ rovnice (1 − φ1L − · · · − φpLp) = 0 vně
jednotkového kruhu. Hodnoty ACF tvořı́ kombinace exponenciálně klesajı́cı́ch pohybů (v přı́padě reálných
kořenů polynomiálnı́ rovnice) a exponenciálně klesajı́cı́ch sinusoidnı́ch pohybů (v přı́padě komplexnı́ch kořenů).

Hodnoty PACF pro zpožděnı́ k = 1, 2, . . . , p jsou různé od nuly, pro dalšı́ hodnoty jsou potom rovny nule.
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1.4 Proces ARMA

Smı́šený proces ARMA(1,1)

Nejjednoduššı́ smı́šený proces má tvar

Yt = φ1Yt−1 + εt + θ1εt−1, tj. (1− φ1L)Yt = (1 + θ1L)εt.

ACF je podobná ACF procesu AR(1), je charakteristická exponenciálně klesajı́cı́mi (přı́p. oscilujı́cı́mi)
hodnotami. Exponenciálnı́ pokles začı́ná od hodnoty ρ1, na rozdı́l od procesu AR(1),kde začı́nal již od hodnoty
ρ0 = 1.

Tvar PACF je podobný jako u procesu MA(1). Po počátečnı́ hodnotěφ11 = ρ1 je tato funkce charakteristická
exponenciálnı́m (resp. oscilujı́cı́m) poklesem.

Smı́šený proces ARMA(p, q)

Rovnice modelu je
Yt = φ1Yt−1 + · · ·+ φpYt−pεt + θ1 + εt−1 + · · ·+ θqεt−q

(1− φ1L− · · · − φpLp)Yt = (1 + θ1L+ · · ·+ θqL
q)εt.

ACF je podobná ACF procesu AR(p), je charakteristická exponenciálně klesajı́cı́mi (přı́p. oscilujı́cı́mi)
hodnotami. Tento tvar však bude následovat až po prvnı́ch q−p hodnotách (pro q > p). Hodnoty ρ0, ρ1, . . . , ρq−p
tento tvar mı́t nebudou.

Pro k > p − q a p > q se PACF bude chovat stejně jako procesu MA(q). Pro k ≤ p − q je však tento
tvar odlišný. ARMA proces se nazývá kauzálnı́, jestliže existuje taková reálná posloupnost ψ = {ψj}∞j=0,∑∞

j=0 |ψj | <∞, že platı́

Yt =
∞∑
j=0

ψjεt−j , neboli Yt = ψ(L)εt, t ∈ Z,

kde
ψ(L) = 1 + ψ1L+ ψ2L

2 + . . . .

ARMA proces se nazývá invertibilnı́, jestliže existuje taková reálná posloupnostπ = {πj}∞j=0,
∑∞

j=0 |πj | <∞,
že platı́

∞∑
j=0

πjYt−j = εt, neboli π(L)Yt = εt, t ∈ Z,

kde
π(L) = 1− π1L− π2L2 − . . . .

2 Specifikace modelu a odhady parametrů

• výběr hodnot pro p, q pro danou časovou řadu

• odhad parametrů zvoleného ARMA(p, q) modelu
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MA(q) ARMA(p, q)
ACF neexistuje k0 k0 = q neexistuje k0,

ρk ve tvaru U ρk ve tvaru U
po prvnı́ch q − p hodnotách

PACF k0 = p neexistuje k0 neexistuje k0
ρkk omezená křivkou U ρkk omezená křivkou U

po prvnı́ch p− q hodnotách

Tab. 1: Tvar autokorelačnı́ a parciálnı́ autokorelačnı́ funkce

Odhad autokorelačnı́ funkce (ACF) má tvar

ρ̂k =

∑n
t=k+1(Yt − Yt)(Yt−k − Yt)∑n

t=1(Yt − Y )2
, k = 1, 2, . . .

kde

µ̂ = Y =
1

n

n∑
t=1

Yt,

kde n je počet hodnot (délka) časové řady.
Pro konstrukci intervalu spolehlivosti odhadu ρ̂k použijeme tzv. Bartlettovu aproximaci. Je-li ρk = 0 pro

k > k0, pak

σ(ρ̂k) =
√
D(ρ̂k) ∼

√√√√√ 1

n

1 + 2

k0∑
j=1

ρ̂2j

, k > k0.

Máme-li rozhodnout, zda ρk = 0, porovnáme hodnotu |ρ̂k| obvykle s čı́slem 2σ(ρ̂k). Odhad parciálnı́ autoko-
relačnı́ funkce (PACF) je dán

ρ̂11 = ρ̂1

ρ̂kk =
ρ̂k −

∑k−1
j=1 ρ̂k−1,j ρ̂k−j

1−
∑k−1

j=1 ρ̂k−1,j ρ̂j
,

ρ̂kj = ρ̂k−1,j − ρ̂kkρ̂k−1,k−j , j = 1, 2, . . . , k − 1.

Nulovost hodnot PACF lze testovat na základě tzv. Quenouilleovy aproximace. Je-li ρ̂kk = 0 pro k > k0, pak

σ(ρ̂kk) ∼
1

n
, k > k0.

Pro vlastnı́ test použijeme dvojnásobek této směrodatné odchylky.

Specifikace modelu – ARMA(p,q)

Některá kritéria pro volbu modelu (hledá se model s nejmenšı́ hodnotou kritéria)

• Akaikeho kritérium AIC:
AIC = ln σ̂2ε + 2M/n,

kde M = p+ q, σ̂2ε je reziduálnı́ rozptyl a n je počet pozorovánı́ (počet reziduı́).
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• Schwartzovo kritérium SC:
SC = ln σ̂2ε +

2Mn

1− (M + 1)/n
.

• Hannanovo-Quinnova kritérium HQ:

HQ = ln σ̂2ε + 2M(ln(lnn))/n.

Odhady parametrů modelu – ARMA(p,q):

• metoda momentů,

• metoda nejmenšı́ch čtverců,

• metoda maximálnı́ věrohodnosti.

3 Ověřenı́ vhodnosti modelu

• analýza reziduı́

– graf reziduı́, graf standardizovaných reziduı́

– histogram reziduı́

– Q-Q plot

– autokorelace reziduı́ – ACF, PACF, Ljung-Boxův test (portmanteau test)

• přefitovánı́ (overfitting), nadbytečnost parametrů

4 Konstrukce předpovědı́

Na základě historie časové řady až to času t, tedy Y1, Y2, . . . , Yt, bude chtı́t předpovědět(predikovat) hodnotu
Yt+k, tedy hodnotu v čase t+ k. Označme tuto předpověd’ Ŷt(k) Lze ukázat, že předpověd’s nejmenšı́ střednı́
čtvercovou chybou (minimum mean square forecast – MSE)

E[Yt+k − Ŷt(k)]2

má tvar
Ŷt(k) = E(Yt+k|Y1, Y2, . . . , Yt).

Nejprve ukážeme konstrukci predikcı́ pro AR(1) proces. Mějme proces s nulovou střednı́ hodnotou

Yt − µ = φ(Yt−1 − µ) + εt.

Jednokrokovou předpověd’zı́skáme dosazenı́m t+ 1 za t

Yt+1 − µ = φ(Yt − µ) + εt+1.

Při daných hodnotách Y1, Y2, . . . , Yt spočteme podmı́něnou střednı́ hodnotu na obou stranách předchozı́ rovnice

Ŷt(1)− µ = φ[E(Yt|Y1, Y2, . . . , Yt)− µ] + E(εt+1|Y1, Y2, . . . , Yt).
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Z vlastnostı́ podmı́něné střednı́ hodnoty plyne

E(Yt|Y1, Y2, . . . , Yt) = Yt,

protože εt+1 je nezávislé na Y1, Y2, . . . , Yt je

E(εt+1|Y1, Y2, . . . , Yt) = E(εt+1) = 0.

Ŷt(1) = µ+ φ(Yt − µ)

Předpověd’pro čas t+ k bychom podobný postupem dostali

Ŷt(k) = µ+ φ[Ŷt(k − 1)− µ], pro k ≥ 1,

nebot’E(Yt+k−1|Y1, Y2, . . . , Yt) = Ŷt(k − 1) a pro k ≥ 1 je εt+k nezávislé na Y1, Y2, . . . , Yt.
Předpověd’Ŷt(2) je potom rovna

Ŷt(2) = µ+ φ[Ŷt(1)− µ],

podobně se zı́skajı́ dalšı́ předpovědi. Pro předpověd’Ŷt(k) tedy platı́

Ŷt(k) = φ[Ŷt(k − 1)− µ] + µ =

= φ{φ[Ŷt(k − 2)− µ]}+ µ =

...

= φk−1[Ŷt(1)− µ] + µ

nebo
Ŷt(k) = µ+ φk(Yt − µ). (1)

Mějme chybu jednokrokové předpovědi εt(1), pro ni platı́

εt(1) = Yt+1 − Ŷt(1) =
= [φ(Yt − µ) + µ+ εt+1]− [φ(Yt − µ) + µ] =

= εt+1

Chyba jednokrokové předpovědi má nulovou střednı́ hodnotu, je nezávislá na historii procesu, jejı́ rozptyl je

D[εt(1)] = σ2ε .

Přepı́šeme nynı́ AR(1) proces do tvaru MA(∞)

Yt = εt + φt−1 + φ2εt−2 + φ3εt−3 + . . . .

S využitı́m (1) tuto rovnici upravı́me

εt(k) = Yt+k − µ− φk(Yt − µ) =
= εt+k + φεt+k−1 + · · ·+ φk−1εt+1 + φkεt + . . .− φk(εt + φεt−1 + . . . ) =

= εt+k + φεt+k−1 + · · ·+ φk−1εt+1
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Uvedený vztah lze přepsat

εt(k) = εt+k + ψ1εt+k−1 + ψ2εt+k−2 + · · ·+ ψk−1εt+1,

Střednı́ hodnota je E[εt(k)] = 0, odhad je nestranný, rozptyl je roven

D[εt(k)] = σ2ε
(
1 + ψ1 + ψ2

2 + · · ·+ ψ2
k−1
)
.

Interval spolehlivosti pro k-krokovou předpověd’jeŶt(k)− 2σε

√√√√1 +
k−1∑
j=1

ψ2
j , Ŷt(k)− 2σε

√√√√1 +
k−1∑
j=1

ψ2
j

 ,

Přı́klady k procvičenı́

1. Pomocı́ funkce ARMAacf vykreslete autokorelačnı́ a parciálnı́ autokorelačnı́ funkci AR(1) procesů s hod-
notami parametrů φ = 0,7 a φ = −0,7. Následně pomocı́ funkce arima.sim spočtěte simulace těchto
procesů pro n = 500. Zdůvodněte odlišnost teoretických a empirických hodnot těchto funkcı́. Pro simu-
lované procesy odhadněte parametry AR(1) procesů pomocı́ funkce arima.

2. Pomocı́ funkce ARMAacf vykreslete autokorelačnı́ a parciálnı́ autokorelačnı́ funkci MA(1) procesů
s hodnotami parametrů θ = 0,7 a θ = −0,7. Následně pomocı́ funkce arima.sim spočtěte simulace
těchto procesů pro n = 500. Zdůvodněte odlišnost teoretických a empirických hodnot těchto funkcı́. Pro
simulované procesy odhadněte parametry MA(1) procesů pomocı́ funkce arima.

3. Pomocı́ funkce ARMAacf vykreslete autokorelačnı́ a parciálnı́ autokorelačnı́ funkci ARMA(1,1) procesů
s hodnotami parametrů φ = 0,7 a θ = 0,7. Následně pomocı́ funkce arima.sim spočtěte simulace
těchto procesů pro n = 500. Zdůvodněte odlišnost teoretických a empirických hodnot těchto funkcı́. Pro
simulované procesy odhadněte parametry ARMA(1,1) procesů pomocı́ funkce arima.

4. V datovém souboru stac proces1.txt lze najı́t časovou řadu délky n = 500. Najděte vhodný AR, MA,
přı́padně ARMA model. Proved’te diagnostiku zvoleného modelu (vlastnosti reziduı́) a spočtete predikce
na 10 budoucı́ch hodnot. [Datový soubor: stac proces1.txt]

5. V datovém souboru stac proces2.txt lze najı́t časovou řadu délky n = 500. Najděte vhodný AR, MA,
přı́padně ARMA model. Proved’te diagnostiku zvoleného modelu (vlastnosti reziduı́) a spočtete predikce
na 10 budoucı́ch hodnot. Zobrazte graficky. [Datový soubor: stac proces2.txt]

6. V datovém souboru stac proces3.txt lze najı́t časovou řadu délky n = 500. Najděte vhodný AR, MA,
přı́padně ARMA model. Proved’te diagnostiku zvoleného modelu (vlastnosti reziduı́) a spočtete predikce
na 10 budoucı́ch hodnot. Výsledky zobrazte v grafu. [Datový soubor: stac proces3.txt]
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