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Funkce preziti, funkce spolehlivosti

1 Funkce preziti

Budeme uvaZovat nezdpornou ndhodnou veli¢inu X, kterd uddvd dobu cekdni na rizikovou uddlost (napf.
poruchu sledovaného zatfizeni apod.). Rozdéleni pravdépodobnosti takové ndhodné veli¢iny X je v teorii
spolehlivosti zvykem popisovat pomoci funkce preziti S(z). Je definovana vztahem

S(z) = P(X > x)
a pomoci distribucni funkce ji Ize zapsat ve tvaru
S(z) =1—-F(x).
Funkeci pieziti 1ze vyuZit k vypoctu obecnych momentli ndhodné veli¢iny X. Za predpokladu, Ze existuje k-ty

obecny moment p, = FX*, pak plati

[eo]

e = k/xk_lS(x)dx. (D
0

sz

Dile se funkce preZiti pouZiva ke stanoveni 1007%-ni Zivotnosti T’,. Ze vztahu z1_, = T, mezi (1 — )-
kvantilem X a T, hned dostaneme

1 —~=F(z1_,) = F(T,) = 1 — S(T})

a odtud vztah
v =5(Ty),
ktery je vhodny pro stanoveni 7.

Priklad
Predpoklddejme, Ze ndhodnd veli¢ina X, kterd ma exponencidlni rozdéleni Fx(\), uddva Zivotnost daného
zatizeni.

a) Stanovte funkci pfeZiti S(x) ndhodné veli¢iny X.
b) Pomoci S(a:) stanovte T0710; T0,25; T0750; T[)775 a T0790.
¢) Pomoci S(x) vypoltéte obecné momenty jiq, fi2, p3, f4.

d) Vysledky stanovené v bodé€ c¢) pouzijte k vypoctu stfedni hodnoty E X, rozptylu DX, Sikmosti a3
a Spicatosti ay.

PoZzadované charakteristiky vyjadfete nejprve obecné a nasledné urcete jejich hodnoty pro A = 0,1.
a) ProtoZe distribu¢ni funkce F () ma tvar F(z) = 1 — e~**, pro x > 0, funkce pfeZiti je

S(z)=1—F(z)=e, z>0.
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b) Ze vztahu v = S(T.,) = e~ Ize snadno vyjadiit 100v%-nf Zivotnost T’,. Tedy,

_Iny

T, = 3

Dosazenim do tohoto vzorce ziskdme pozadované Zivotnosti:

To1o = 2’?;03 — 23,03,
To2s = l’i% — 13,86,
Tos50 = 07§93 = 6,93,
To,75 = 0,288 = 2,88,
Tho0 = 0.105 _ 1 o5,

¢) Obecné momenty lze spocitat ze vztahu (1). Konkrétné

T _ 1,17 1
p = 1-/:1:06 Ay = {—e x] = — =10.
A 0 A

UZitim metody ,,per partes* 1ze postupné spocitat i dalSi obecné momenty, tj. p2, 3, pq. Matematickou
indukci Ize dokonce odvodit obecné vyjadifeni obecného momentu ve tvaru

k!
U = N pro k=1,2,3,....
Tedy
2 6 24
M2 =g = 200, p3 = S 6000, pq = N 240000.
d) Pfedchozich vysledki miizeme pouZit k vypoctu piislusnych charakteristik. Dostaneme, Ze stfedni hod-
nota je
1
EX = = 3= 10,
rozptyl je
1
DX = E(X — EX)?=EX? - (EX)* = 1z = 100,
Sikmost je
E(X - EX) 4 .
a3 = —Dxsz A [u3 — 3o + 2,u1] =

3! 2! 1 1\?
_ 3 J— —_ J— — —_— p—
Y [AS 3A2A+2<A>] 6-6+2=2
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a Spicatost je
E(X - EX)*
DX?

4 301 2l /1\2 1\*
__\4 _ _

ay = = A [pa — Apapn + 6pgpi — 3pi] =

2 Funkce spolehlivosti

Pti popisu rizikovych udalosti, napf. pti popisu procesu poruch, Zivelnych katastrof apod., ma rozdéleni pravdé-
podobnosti doby ¢ekani na takovou uddlost (budeme fikat doba ¢ekani na poruchu) obvykle rozdéleni s t€Zkymi
chvosty. Je proto dilezité vysetfit chovani chvostl rozdéleni doby do poruchy. Distribu¢ni funkce ani hustota
ani funkce pfeziti neposkytuji samy o sobé dostate¢né nazornou predstavu o chovani chvosta.

Funkce, kterd umoZiiuje dobfe rozliSovat mezi rozdélenimi doby do poruchy na zakladé chovani chvostl
téchto rozdélent, se nazyva rizikova funkce. Budeme ji znadit s(x) a definovat pro spojitou dobu do poruchy

X vztahem
oy~ J@) @)
1—F(z) Sz
kde F je distribu¢ni funkce, S je funkce preziti a f je hustota doby do poruchy X. Rizikova funkce s(z) nenf
definovana pro hodnoty z, pro které je F'(z) = 1.
Rizikova funkce s(x) se v teorii spolehlivosti téZ nazyva intenzita poruch ¢i funkce spolehlivosti, nékdy

hazardni pomér, v pojistovnictvi kfivka dmrtnosti. V ekonomii se pouziva jeji prevracend hodnota %

a nazyva se Millsav pomér.

Déle ukdZeme pravdépodobnostni interpretaci rizikové funkce. Pro dany ¢asovy okamzik x > 0 a ,,maly*
Casovy interval délky Az > 0 stanovime podminénou pravdépodobnost, Ze se sledovany prvek poroucha
v intervalu (z, x + Ax) za predpokladu, Ze do okamzZiku x pracoval bez poruchy. Je-li X doba bezporuchové
¢innosti tohoto prvku, postupné dostaneme

Plx<X < Az N X >
Pr<X<z+Az|X >z)= (= =TT AT x):

P(X > )
_Pe<X<z+Az) F(r+Az)—-F(z)
P(X > x) N S(z) B
1 F<x+A£)_F(x)Ax
S(x) Ax ’

KdyZ se Az blizi k 0, pak podil ZEHAD=F) ge pigz{  derivaci distribucni funkce F(z) (pokud v bodé z tato

derivace existuje). Protoze F'(x) = f(x), dostdvame pro ,,malé“ hodnoty Az pfiblizny vztah

Pe<X<z+Azx|X>z)= @Al‘:s(x)A:p.
S(x)
Z tohoto vztahu je patrné, Ze rizikova funkce je lokdlni charakteristikou spolehlivosti. Pro dany ¢asovy okamzik
x je podminénd pravdépodobnost poruchy v intervalu x + Az za podminky, Ze do ¢asu x se prvek neporouchal,
timérnd délce Ax tohoto intervalu a konstantou mérnosti je hodnota rizikové funkce s(x) v okamziku x. Je-li
s(z) < 1, 1ze s(x) ptiblizné interpretovat jako podminénou pravdépodobnost P(z < X <z + 1| X > z).
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Obr. 1: Typicky pribéh rizikové funkce s(x)

Rizikovou funkci ndhodné veliciny X lze také pouZit ke stanoveni rozdéleni pravdépodobnosti této ndhodné
veli¢iny. Z definice rizikové funkce dostaneme

1 1 dF(z) 1 dS(z)
W=’ sm T T s ds
odtud dostaneme diferencidlni rovnici
d5(z) _ —s(x)dz
S(@)

a jeji integraci dostaneme
x
InS(z)=C— /s(t)dt,
0
pfi¢emz z pocate¢ni podminky S(0) = 1 dostaneme, Ze konstanta C' = 0, a tedy

~ [s(t)at
S(z)=e Ofs

Pro distribu¢ni funkci pak dostdvame vyjadien{

— [ s(t)at
Flz)y=1-e Of .

Odtud derivovanim dostaneme vyjadieni hustoty f(x) pomoci s(z) ve tvaru
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Priklady k procvi¢eni

1. Néhodna veli¢ina X popisujici Zivotnost zfizeni ma exponencidlni rozdéleni Ex(2).
a) Stanovte funkci pfeZiti S(x) ndhodné veli¢iny X.
b) Pomoci S(CC) stanovte T0710; T0725; T0750; T0775 a T0790.
¢) Pomoci S(x) vypoctéte obecné momenty jiq, fi2, p3, f4.

d) Vysledky stanovené v bodé€ c) pouZijte k vypoctu stfedni hodnoty E X, rozptylu DX, Sikmosti a3
a Spicatosti auy.

e) Stanovte rizikovou funkei s(z).
f) Vypoctéte hustotu X pomoci rizikové funkce s(z).
2. Nahodna veli¢ina X popisujici Zivotnost zfizeni ma normalni rozdéleni N (10, 4).
a) Stanovte funkci pfeziti S(x) v bodech x € {5, 10, 15, 20, 25, 30, 50,100} a v uvedenych bodech ji
graficky zndzornéte.
b) Pomoci S(z) stanovte Zivotnosti 19 10; T0,25; T0,50; 10,75 a T 90-

¢) Vbodech z € {5, 10, 15, 20, 25, 30,50, 100} stanovte rizikovou funkci s(z)

3. Néhodna veli¢ina X popisujici Zivotnost ma Weibullovo rozdéleni s distribu¢ni funkei

1—exp|[—(%)"] proz >0,
. -]

0 prox < 0.
a) Stanovte funkci pfeZiti S(x) ndhodné veli¢iny X.
b) Stanovte rizikovou funkci s(x).

¢) Vypoctéte hustotu X pomoci rizikové funkce s(x). .

4. Predpokladejme, Ze dvé elektronické komponenty maji Zivotnosti Y7 a Yo, priCemz Y] a Y5, jsou nezavislé
nahodné veliCiny a Y; ma exponencidlni rozdéleni s parametrem \;,7 = 1, 2.

a) Stanovte distribuéni funkeci, funkci preziti a hustotu ndhodné veli¢iny Y = min{Y7, Y2}.

b) Stanovte zivotnosti T()J(); T0725; T0750; T0’75 a T0790.



