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Grafické ovérovani a testovani vybranych modelu

1 Grafické ovérovani empirického rozdéleni

Pii grafické analyze empirického rozd€leni vychdzime z empirické distribu¢ni funkce F),(x) pfislusné k na-
hodnému vybéru X, Xo, ..., X, asledujeme, do jaké miry se F},(z) shoduje s distribu¢ni funkci F'(x), z niz
ndhodny vybér pochdzi. Protoze shodu F,,(x) s F(z) je Casto obtizné z jejich grafu posoudit, zavadi se vhodnd
transformace empirické distribu¢ni funkce, kterd vede k linedrnimu pribéhu této transformované funkce na
hodnotach ndhodného vybéru.

JestliZe ndhodn4 veli¢ina X ~ N (u, 0?), pak lze jeji distribuéni funkci napsat ve tvaru

g

F(x):P(Xga:):@(x_u>, z€R, (1)

kde ® je distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni N (0,1). Aplikujeme-li na vztah (1) funkci ®~!, ktera je
inverzni funkef k @, dostaneme pouzitim kvantilii u, = ®~1(y) vztah

_ Y
Upp) = (F(z) == — =,

g g

ktery vyjadiuje kvantil up(,) jako linedrni funkci na x. Vyneseme-li do grafu body (z,u Fy(z)) Pro hodnoty
T = Z(1),---,Z(n), budou tyto body az na nahodné odchylky seskupeny kolem piimky, za pfedpokladu, Ze
teoretickd distribuéni funkce nahodného vybéru je distribu¢ni funkci normalniho rozdéleni N (1, 02). Z grafu lze
také odecist, Ze pro up(,) = 0je x = padale, Zeproup,) = 1jets = p+oaproupy,) = —ljets = p—o.
Odtud plyne, Ze o lze odhadnout veli¢inou ¢ = (t; — t2)/2, kde t1, respektive t2 je bod, ve kterém piimka
proloZend body (i), U, (x,)) Protind rovnob&zku s osou x prochdzejici bodem (0, 1) respektive (0, —1).

Piiklad

Bylo zaznamenano n = 15 dob ¢ekdni na piijezd vozu rychlé zichranné pomoci k silni¢ni nehodé: 0,09; 1,15;
1,41; 1,55; 1,83; 2,15; 2,35; 2,96; 4,34; 4,58; 4,89; 6,06; 8,08; 15,06; 23,09. Uvedené hodnoty byly méfeny
v minutdch od okamZiku telefonického ozndmeni nehody na linku tisfiového volani do okamZiku piijezdu vozu.
Oveéite, zda Ize data pokladat za ndhodny vybér z normalniho rozdé€leni.

Empiricka a distribuéni funkce - doba ¢ekani na prijezd zachranky

1.0

I

Fn(x)

04

0.0
I

Prolozena primka ma rovnici
y = —0,79570 4+ 0,19716z.
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6 Fa(zw)  up, ()

1 0,09 007  —1,50
2 1,15 013  —1,11
3 141 020  —0,84
4 155 027  —062
5 1,83 033  —043
6 215 040 025
7 235 047 0,08
8 2,96 0,53 0,08
9 434 0,60 0,25
10 458 0,67 0,43
11 489 0,73 0,62
12 606 0,80 0,84
13 8,08 0,87 1,11
14 15,06 0,93 1,50
15 23,09 1,00 -

Distribu¢ni funkce exponencilniho rozdéleni Ex(\) je F'(z,\) = 1 — e~ pro 2 > 0 a jinak je rovna
nule. Pro z > 0 lze ze vztahu pro distribu¢ni funkci stanovit Az. Dostaneme

1

-1
Ax=In(1-F =In ——F—«—.

z =1In( (z)) DT @)
To znamend, Ze v piipadg, kdyZ ndhodny vybér X, ..., Xy, je exponencidlniho rozdéleni s parametrem A, pak
body (z(;), In ﬁ(f‘”())) proi = 1,2,...,n vykazuji linedrni pribéh. Po dosazeni ;- za F'(;)) dostaneme, Ze
body (7(;), In ;") leZi pro vybér z exponencidlniho rozdéleni pfiblizné na pifmce. Z grafu této primky lze také
priblizné odhadnout A. Je-li x = % plati 1 = Ax = In #(x) a tedy x-ovou soufadnici xg praseéiku pfimky

proloZené body ((;), In ﬁ(%))) s rovnobézkou s osou x vedenou bodem (0, 1) 1ze povazovat za odhad 1/.

Tedy odtud A je potom pfiblizné rovno 1/z.
Priklad

Grafickou metodou ovéfte, zda data z predchoziho prikladu Ize povaZovat za ndhodny vybér z exponencidlniho
rozdéleni Ex()). Z grafu odhadnéte parametr \.
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Podobnym postupem jako v predchozim piikladé zde byly vypocteny hodnoty In "™ pro n = 15 a
i = 1,...,14. Na nasledujicim obrazku jsou zobrazeny body (w(,-),ln )i = 1,...,14, a déle potom jimi
proloZend piimka

y = 0,12274 + 0,19475z.

In(nfn-))
158 20 25 3.0
1 L

1.0

0.0

Body vykazuji pfiblizné linearni pribéh, tedy 1ze pokladat ndhodny vybér za hodnoty exponencidlniho rozdélen.
Parametr A Ize potom odhadnout z rovnice piimky tak, Ze A = % proy = 1, tedy

. 0,19475
A= ——— =10,22199.
1—-0,12274 ’

Pfi grafickém ovéfovani rozdéleni se nékdy vychazi z grafd, které se nazyvaji QQ plot (z anglického
quantile-quantile plot). Tento graf se ziska tak, Ze se na vertikdln{ ose y vynaseji kvantily empirické distribucni
funkce F),(z) a na horizontdlni osu = se vynaseji kvantily hypotetické distribuéni funkce F'(x). V programu R
QQ plot ziskdme prikazem ggnorm pro normdlni rozdéleni a qgplot libovolné rozdéleni.

QQ plot pro normalni rozdéleni

empirické kvantily

teoretické kvantily

Obr. 1: QQ plot pro ovéfeni normédlniho rozdéleni pro dobu ¢ekdni na piijezd vozu rychlé zdchranné pomoci
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QQ plot pro exponencialni rozdéleni

20

16
1
o

10

empirické kvantily

teoretické kvantily

Obr. 2: QQ plot pro ovéfeni exponencidlniho rozdéleni pro dobu ¢ekédni na piijezd vozu rychlé zachranné
pomoci

2 Testy dobré shody

2.1 \>-test dobré shody

Univerzalnim testem k ovéfovdni, zda ndhodny vybér pochdzi z néjakého diskrétniho i spojitého rozdélent, je
tzv. x2-test dobré shody.

Hodnoty ndhodného vybéru x1, x2, . . ., 2, roztfidime do £ disjunktnich tfid, pficemz n;, j == 1,2,...,k,
je Cetnost j-té tiidy, resp. j-t€ obmény a 7; je hypotetickd pravdépodobnost, resp. jeji odhad, Ze ndhodnd
veli¢ina X nabude hodnoty z j-té tfidy, resp. j-t€ obmény, pocitand za podminky, Ze X md predpoklddané
rozd€leni. Vychodiskem pro konstrukci testového kritéria je porovnani relativni Cetnosti n;/n s hypotetickou
pravdépodobnosti 7;, resp. s jejim odhadem. Hy: ndhodna veli¢ina X ma rozdéleni daného typu — H: ndhodna
veli¢ina X nema rozdéleni daného typu. Potom testové kritérium

=¥ (nj —A"ij)Q
- TLTrj
J=1

mé za piedpokladu platnosti hypotézy H pro velké n (asymptoticky) Pearsonovo y? rozdéleni se stupni
volnostiv = k — ¢ — 1, kde ¢ je pocet odhadovanych parametrti ovéfovaného rozdéleni. Kriticky obor je

Wo = {x% x> i ()},

kde x3_,(v) je kvantil Pearsonova rozdélent.
Pfi praktickém provadéni testu se poZaduje, aby ve vSech tfidach byly teoretické cetnosti veétsi nez 5, tj.

nﬁ'j>5, i=12 ...k

Neni-li tato podminka splnéna, pfistupujeme ke slu¢ovéni tiid.
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2.2 Kolmogorov-Smirnovuv test

Budeme predpoklddat, Ze X, Xo, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distribuéni funkci, kterd
nezavisi na nezndmych parametrech. Chceme testovat nulovou hypotézu, Ze tato distribucni funkce je rovna
dané distribuéni funkci F'. Je-li F,,(z) vybérova distribuéni funkce ndhodného vybéru X, ..., X, pak pfi
Kolmogorové-Smirnovove testu se pouziva statistika

D, = sgp |Fn(z) — F(2)).

ProtoZe distribu¢ni funkce F' je neklesajici a F}, je po ¢astech konstantni funkce, kterd ma skoky v bodech

X(1), X(2), - » X(n)» 1ze statistiku D piepsat do tvaru, ktery je vyhodn&jsi pro jeji vypocet. Dostaneme
Dy, = lfgfg; {max UF(X(@')) - Fn(X(i))’= ‘F(X(i)) - Fn(X(ifl))H} )
kde F'(X(;)) je hodnota hypotetické distribu¢ni funkce F' v bodé X ;) a klademe F, (X g)) = 0.

Nulovou hypotézu zamitneme na hladiné vyznamnosti «, kdyz D,, > D, (n) (kritické hodnoty jsou
tabelovany). Je-li n velké, lze na zakladé aproximace P(D,, > v) = 2e~ 2", kterd dava uspokojivé vysledky
pro n > 35, zamitnout hypotézu Hy na hladiné vyznamnosti «, kdyZ pro hodnotu v statistiky D,,, plati
2e~2"" < . Odtud dostaneme pro asymptotické kritické hodnoty D, (n) vztah

.1 2
Da(n): %lna

Priklady k procvi¢eni

1. Néhodn4 veli¢ina X popisuje dobu do poruchy vybraného zatizeni. Generujte ndhodné vybéry z rozdéleni

a) normdlniho N (0, 1)

b) normalniho N (10, 16)
¢) exponencidlniho Fx(5)
d) Weibullova W (2,1)

e) gamma ['(2,1)

f) logaritmicko-normélniho rozdéleni LN (2,4)

postupné rozsahu n = 5,10, 30, 50, 100. Graficky zndzornéte vybérovou distribu¢ni funkci, histogram,
Q-Q plot a testujte hypotézu, Ze vybér pochdzi z hypotetického rozdélenti, které vhodné vyberete. Vyberte
také rozdéleni z ného? je vybér a také rozdélent, které neodpovida vybrané simulaci. Ulohu feste také pro
redlnd data, ktera vyberete s ohledem na vasi studijni specializaci. Pro feSeni vyuZijte podle vlastni volby
software STATISTICA, R nebo MATLAB.

2. Néhodna veli¢ina X popisuje poCet poruch vybraného zafizeni za jednotku ¢asu. Generujte ndhodné
vybéry z rozdéleni

a) binomického rozdéleni Bi(10;0,1)
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b) Poissonova rozdéleni Po(2)

¢) negativné binomického rozdéleni N B(2;0,5)

postupné rozsahu n = 5,10, 30, 50, 100. Graficky zndzornéte vybérovou distribu¢ni funkci, histogram,
Q-Q plot a testujte hypotézu, Ze vybér pochdzi z hypotetického rozdélenti, které vhodné vyberete. Vyberte
také rozdéleni z néhoZ je vybér a také rozdélent, které neodpovida vybrané simulaci. Ulohu feste také pro
redlnd data, kterd vyberete s ohledem na vasi studijni specializaci. Pro feSeni vyuZijte podle vlastni volby
software STATISTICA, R nebo MATLAB.



