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Odhady kvantilti a p-procentni zivotnosti

Kvantily jsou charakteristiky rozdéleni pravdépodobnosti, které umoziuji toto rozdéleni pravdépodobnosti
dobfe charakterizovat. Jsou zvI4st’ uZitecné pfi popisu asymetrickych rozdéleni a hojné se pouZivaji k popisu
tzv. ,,chvosti“ rozdéleni, tedy k popisu rozdéleni v oblastech, kde hustota nebo pravdépodobnostni funkce
nabyvaji hodnot blizkych k nule.

Pro dané &islo v € (0, 1) nazyvame ~y-kvantilem rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X o distri-
bucni funkci F(x) ¢islo ., kdyZ plati

xy = inf{x: F(x) >~}

V uvedené definici oznaceni ,,inf M zna¢{ infimum ¢iselné mnoziny M. Pro kone¢nou mnozinu je inf M rovno
nejmensimu ¢islu mnoziny M (tedy inf M je minimélni prvek této mnoziny). Pro nekone¢nou mnozinu M je
inf M zobecnéni pojmu minimdln{ prvek pro tuto nekone¢nou mnoZzinu. Napt. kdyz M je interval, M = (5, 6),
jeinf M = 5. Je-li v = 0,5, pak kvantil 2 5 nazyvdme median, pro v = 0,25, respektive v = 0,75, kvantil
x0,25, respektive g 75, nazyvame dolni, respektive . Kvantily xg 10, 20,20, - - - ;20,90 Nazyvdme decily a konecné
kvantily zo o1, 0,02, - - -, 0,98, £0,99 Nazyvame percentily.

Pro popis variability rozdéleni pravdépodobnosti se uZivaji veli¢iny Q x = x0,75 — 0,25, @D = 0,90 —Z0,10
aQp = 0,99 — 0,01, které se postupné nazyvaji kvartilové, decilové a percentilové rozpéti.

1 Kvantily — diskrétni nahodna veli€ina

Necht' X je ndhodna veli¢ina, X ~ B(n,0), n =3, 6 = 0,5. Pak jeji pravdépodobnostni funkce je tvaru

1
p(x) = (i) 0,57 - 0,552 = 3 <2> , x€{0,1,2,3},

jeji distribu¢ni funkce je ddna pfedpisem

prox < 0,
pro0 <z <1,
F(z) = prol <z <2,

pro2 <z < 3,

= 00l~1 0ol col— O

pro 3 < z.
Pro 0,5-kvantil (medidn) tohoto rozdé€leni dostaneme
xos = inf{x: F(z) > 0,5} = 1.
Pro 0,75-kvantil (horni kvartil) tohoto rozdéleni dostaneme
x5 = inf{z: F(z) > 0,75} = 2.

Z vysledki je ziejmé, Ze 50 % hodnot X je vétSich neZ medidn xo5 a 25 % hodnot X je vétSich neZ horni
kvartil.
Necht' X ~ Py(A), A = 0,3. Pak pro pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X dostaneme
(0,3)"

AJJ
plz) =e M =e 03220 2 =0,1,2,...
x! x!
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Obr. 1: Distribuéni funkce binomického rozdéleni B(3;0.5)

x 0 1 2 3 4 5 6
p(z) | 0,740818 | 0,222245 | 0,033337 | 0,003334 | 0,000250 | 0,000015 | 0,000001
F(zx) | 0,740818 | 0,963063 | 0,996400 | 0,999734 | 0,999984 | 0,999999 | 1,000000

UZitim distribu¢ni funkce snadno stanovime kvantily xq 5, 9 25, Z0,75. Z tfetiho fddku tabulky hned vidime,
Zexos =0, 925 = 0, xo,75 = 1.

2 Kvantily — spojita nahodna veli¢ina

Je-li distribuéni funkce F'(x) ndhodné veli¢iny X rostouci na intervalu (a,b) a F(a) = 0, F(b) = 1, pak
k funkci F existuje inverzni funkce F~! a pomoci ni snadno vyjadiime piislusny y-kvantil. Plati

z, =inf{z: F(z) >~} =inf{z: F(z) =~} = F (7).

Tedy pro spojitou ndhodnou veli¢inu X najdeme v-kvantil ze vztahu F'(z) = . Tento vztah miiZzeme piepsat
pomoci hustoty f(z). Pro vypocet v-kvantilu 2., dostaneme rovnici

7f(w)dw =1.

Necht X ~ N(u,0?), u = 0, 02 = 1. Uréete hodnoty kvantilt x~ pro v = 0,5 (tj. median) a v = 0,95.
Pfislusny ~y-kvantil dostaneme feSenim rovnice

Ty

2
v=F(z,) = me z dt.

—0Q0

Necht X ~ N(u,0?), p =5, 02 = 25. Urcete kvantil x~, nejprve pro obecnou hodnotu 7y, poté specidln€ pro
v = 0,95.
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Obr. 2: Znazornéni kvantilu z( g5 normalniho rozdéleni N (0, 1)

. , X— _ . iy . . . 1 - o
Standardizaci U = . L. § = 5 dostaneme ndhodnou veli¢inu U, kterd md standardizované normalni rozd&leni

pravdépodobnosti N (0, 1) a vypocet kvantilti ndhodné veli¢iny X provedeme pomoci kvantili ndhodné veli¢iny
U. Postupné dostaneme

fy:F(a:V):P(ngv):P(X_'uva_’u>:P<U§x7_u>.

g g g

v, T~y —
Polozime uy = = K
ag

a z vySe uvedeného vztahu dostaneme

fy:P(Ug%_M) = P(U < uy),

g

a tedy . je y-kvantil normdlniho rozdéleni N (0, 1), jehoZ stanoveni bylo diskutovano v pfedchozim piipadé.
Pro kvantil ., dostdvame rovnici x,, = p + ou~. Specialn€ pro v = 0,95 je uy = 1,645 a

Ty = 0,95 = 5+ 951,645 = 13,225.

Necht X ~ Ex(\). Stanovte kvantil z.,, nejprve pro obecnou hodnotu +y, poté specidlné pro v = 0,95.
Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je dana vztahem

F(z)=1—e? 2>0,
F(x) =0, z <0,

Pro ~-kvantil rozdéleni Ez(\) dostaneme rovnici
¥=Flay) =1—e "
a jejim feSenim obdrZime
Ty = —%ln(l —9).

Specidlné pro A = 0,2 dostaneme pro 0,95-kvantil

1
20,95 = ~02 In(1 —0,95) = —51n 0,05 = 14,9787.

Y
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Porovnanim vysledki z pfedchozich piikladi vidime, Ze nahodné veli¢iny X ~ N(5,25)aY ~ Ex(0,2)
maji stejné stfedni hodnoty E(X) = p =5, E(Y) = % = 5, stejné rozptyly D(X) = 02 = 25, D(Y) =
== % = 25, ale 95 % kvantily z se li§{: 95 % kvantil rozdé€leni Exz(0,2) je 14,9787, a tedy je v&tsi nez 95
% kvantil normdlniho rozdéleni N (5,25), ktery je 13,225. Znamena to, Ze hustota normdlniho rozdéleni se
rychleji bliZi k nule neZ hustota rozdéleni exponencidlniho, i kdyZ stfedni hodnota i rozptyl obou rozdéleni
jsou shodné. Rikdme, Ze exponencidlni rozdéleni ma téZ8i chvosty ne’ rozdéleni normalni. Znamend to,
Kdyz ndhodné veli¢ina X popisuje dobu cekani na rizikovy jev, dobu do poruchy, Zivotnost zafizeni nebo
Zivotnost jedince dané populace, potom jeji kvantil x1_, pfedstavuje hodnotu, kterou tato ndhodnd veli¢ina
prekro¢i s pravdépodobnosti . Tedy pii opakovanych pozorovanich ndhodné veli¢iny X pramérné 100~%
pozorovani piekro¢i hodnotu z1_.. Kvantil 2;_, zna¢ime T, a veli¢inu 7', nazyvame 100y%-ni Zivotnost
nebo 1007% zarucenou dobu bezporuchové ¢innosti. Napf. kdyz X ~ Ez(0,2), je 5%-ni Zivotnost T o5
rovna Tp 05 = 14,9787. Lze uzavfit, Ze v praiméru 5% jedinct dané populace piezije ¢as 14,9787.

Priklady k procvic¢eni

1. Néhodn4 veli¢ina X popisuje dobu do poruchy vybraného zatizeni. Generujte ndhodné vybéry z rozdéleni

a) normdlniho N (0, 1)

b) normélniho N (10, 16)
¢) exponencidlniho Fx(5)
d) Weibullova W (2,1)

e) gamma ['(2,1)

f) logaritmicko-normaélniho rozdéleni LN (2,4)

postupné rozsahu n = 5, 10, 30, 50, 100. Stanovte teoretické kvantily X, a 100p% teoretické Zivotnosti
prop € {0,01;0,05;0,;0,25;0,5; 0,75; 0,9; 0,95; 0,99} a porovnejte je s kvantily a se 100p% Zivotnostmi,
které ziskate na simulovanych datech pomoci vybérové distribu¢ni funkce. Popiste, jak se méni kvalita
odhadu s rostoucim rozsahem vybéru n. Pro feSeni vyuZijte podle vlastni volby software STATISTICA,
R nebo MATLAB.

2. Néhodni veli¢ina X popisuje poCet poruch vybraného zafizeni za jednotku Casu. Generujte ndhodné
vybéry z rozdéleni
a) binomického rozdéleni Bi(10;0,1)
b) Poissonova rozdéleni Po(2)
¢) negativné binomického rozdéleni N B(2;0,5)
postupné rozsahu n = 10, 30,50, 100. Stanovte teoretické kvantily X, a 100p% teoretické Zivotnosti
pro p € {0,1;0,25;0,5;0,75;0,9} a porovnejte je s kvantily a se 100p% Zivotnostmi, které ziskdte na

simulovanych datech pomoci vybérové distribu¢ni funkce. Popiste, jak se méni kvalita odhadu s rostoucim
rozsahem vybéru n. Pro feSeni vyuZijte podle vlastni volby software STATISTICA, R nebo MATLAB.



