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Parametrické metody odhadu z neuplnych vybéru 1

Driive popsané metody pro hledani bodovych odhadd vychazely z ptfedpokladu, Ze je ddn ndhodny vybér
X1, Xs, ..., X, zrozdéleni o distribu¢ni funkci F'(x,0), kde @ = (01, ...,0,) je nezndmy parametr, ktery je
potieba odhadnout. Ozna¢ime-li X zkoumanou ndhodnou veli¢inu, kterd md distribuéni funkci F'(z, @), pak
ndhodny vybér X1, Xo, ..., X, lze povaZovat za n nezdvislych kopii zkoumané ndhodné veli¢iny X na n
statistickych jednotkach. KdyZ X znaci dobu ¢ekéni na rizikovy jev (napf. poruchu néjaké soucésti, dobu Zivota
jedince dané populace a pod.), je Casto obtizné ziskat uplny ndhodny vybér X1, Xo, ..., X,.

Napriklad pfi zkouskach Zivotnosti slozitych systémi, v pojisStovnictvi, pfi konstrukci tabulek umrtnosti
a pod. je tfeba analyzovat dobu cekéni na rizikovy jev jesté pfedtim, neZ dojde k jeho realizaci u vSech n
sledovanych prvki. V teorii spolehlivosti mohou byt nékteré prvky vyjmuty ze sledovan{ jesté pred ukoncenim
experimentu. V klinickych pokusech dochéazi k imrti z pticin, které nejsou predmétem zkoumani nebo se pacienti
prosté odstéhuji a opét neni mozné ziskat iplny vybér X, Xo,..., X,. Mnohdy je ekonomicky nednosné
provad&t experiment az do okamzZiku porouchdni viech sledovanych prvkd. Casto je to nemozné i z vécného
hlediska, napt. sledovand doba cekdni na rizikovy jev prekracuje dobu po niZ md experimentitor redlnou
moznost tento rizikovy jev sledovat. V situacich, kdy sledujeme dobu ¢ekani na rizikovy jev u n statistickych
jednotek po né€jakou dobu a béhem sledované doby nedojde k rizikovému jevu u vSech n sledovanych jednotek,
mluvime o nedplnych nahodnych vybérech nebo o cenzorovanych nahodnych vybérech.

1 Metoda maximalni vérohodnosti pro cenzorované vybeéry

Predpokladejme, Ze sledujeme n statistickych jednotek a rozdélime je do dvou skupin. Do prvni skupiny
dame vSechny statistické jednotky, béhem jejichZ sledovani doslo k pozorovani rizikového jevu (tedy u kazdé
jednotky v této skupin€ zndme dobu do poruchy). Tuto mnoZinu statistickych jednotek oznacime J;, zfejmé
J1 € {1,2,...,n}. Do druhé skupiny ddme vSechny statistické jednotky, u nichZ b&hem sledované doby
nedoslo k pozorovani rizikového jevu (dand jednotka se béhem sledované doby neporouchala). Tuto mnoZinu
oznaéime Jy. Zfejmé Jy U J; je mnoZina vSech sledovanych statistickych jednotek {1,2,...,n}.

Statistické jednotky z mnoZiny J; nazyvdme necenzorované a ozna¢ime X; dobu, kdy doslo k pozorovani
rizikového jevu u jednotky ¢, ¢ € J;. Oproti tomu statistické jednotky z mnoZiny Jy nazyvame cenzorované
a oznac¢ime t; pro ¢ € Jy dobu, po kterou byla statistickd jednotka 7 sledovdna a k poruse nedoslo (fikdme,
Ze t; je doba cenzorovani jednotky ¢, ¢ € Jp). Vysledkem statistického Seteni jsou potom doby pozorovani
rizikového jevu X;, @ € Ji, a doby cenzorovani ¢;, ¢ € Jy. Predpokldddme, Ze ndhodné velic¢iny X;, ¢ € J;
jsou nezévislé, kazdd md hustotu f(z,8). Pokud jde o cenzorované statistické jednotky, mame k dispozici
pouze informaci, Ze k poruse i-té cenzorované jednotky doslo aZ po Case t;, ¢ € Jy, a pravdépodobnost tohoto
jevu pro i-tou jednotku, ¢ € Jy, je P(X; > t;) = 1 — F(t;,0) = S(t;,0), kde S je funkce pieZiti zavisld na
parametru 6. Mtzeme tedy zapsat vérohodnostni funkci popisujici vysledek pozorovani ve tvaru

L®) =[] s 0) [] 5. 0).
i€Jy 1€Jo
Jejim logaritmovanim dostaneme logaritmickou vérohodnostni funkci /(€) ve tvaru

10) =) Inf(x;,0)+ Y InS(t;,0). (1)

i€Jy i€Jy
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Kdyz nyni vyuzijeme vztahu S(t,0) = e~ Jo 3(=:0)d= mezi funkef pieziti S a rizikovou funkei s(z, ) a vztahu
f(z,0) = s(x,0)S(x,0), mizeme logaritmickou vérohodnostni funkci pfepsat do tvaru

Zq ti
1(6) = Z In s(z;, ) — Z/ s(z,0)dxr — Z/ s(z, 0)dx
ieh i€do 0 iedo 0
a odtud, kdyz poloZime w; = x;, © € J; aw; = t;, © € Jy, dostaneme logaritmickou vérohodnostni funkci ve
tvaru
n w;
1(0) = Z Ins(x;,0) — Z/ s(z, 0)dz.
= i=1"0

Maximaln€ vérohodny odhad 0 parametru 0 lze ziskat maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce
1(0). Tedy 0 je maximaln& vérohodny odhad 0, kdyz plati

1(6) = max [(6).

Maximalné vérohodny odhad obvykle hleddme feSenim vérohodnostnich rovnic

ol(0)
=0, y=1,2,...,r.
00, J "
V nékterych situacich se vychazi z usporadaného nahodného vybéru Xy, ..., X(,) misto ndhodného vybéru
Xi1,...,X,, pro néz byly v tomto odstavci odvozeny vérohodnostni rovnice. Princip metody je stejny, jako

v pfipadé neuspofddaného vybéru, jen misto hustoty f(z) se vyjde z hustoty usporddaného ndhodného vybéru.

Budeme zabyvat tfemi zdkladnimi modelovymi situacemi:

1. cenzorovani ¢asem (cenzorovéni typu I),

2. cenzorovani poruchou (cenzorovani typu II),

3. ndhodné cenzorovani.

X(1), X(2)s - - -, X(n) bude znatit uspofadany ndhodny vybeér X1, Xs, ..., Xy Tedy X(1) < Xg) < -+
X(n) @ (1), T(2),-- -, T(n) bude znacit realizaci usporddaného ndhodného vybéru. Dile S(z) = S(x, )

1 — F(x,0) bude znadit funkci pteziti zkoumané veli¢iny X a f(z) = f(x, @) bude znacit hustotu pfislusnou
k distribuéni funkci F'(z, 9).

I IA

1.1 Cenzorovani casem

S cenzorovanim ¢asem se setkdvame pfi experimentalnim usporadani, kdy v okamziku ¢ = 0 zah4djime sledovani
n statistickych jednotek a sledujeme je po ¢as T > 0. Cas T je pfedem pevné dany a nazyvi se ¢asovy cenzor.
Experiment ukon¢ime v okamZiku 7" bez ohledu na to, u kolika statistickych jednotek byl rizikovy jev (porucha)
pozorovan. Vysledkem takto usporddaného experimentu je ndhodnd veli¢ina m uddvajici pocet statistickych
jednotek, u nichZ byl do ¢asu T' pozorovén rizikovy jev (porucha) a dale doby poruch X (1), X2y, ..., X
pozorované u m statistickych jednotek do doby T'. Déle pak z vysledku experimentu vyplyvd, Ze doba poruchy
(m+1)-ni statistické jednotky X ,,, 4 1) > T'. Zfejmé ndhodnd veli¢ina m md obor hodnot {0, 1,2, ..., n} adoba
trvdni experimentu je pevnd a rovnd se 7'. SdruZené rozdéleni vysledku experimentu lze popsat sdruZzenym
rozdélenim pravdépodobnosti uspofddaného nahodného vybéru X1y, X (o), ..., X(,) @ ndhodné veli¢iny m.
KdyZz budeme pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny m chépat jako specidlni pfipad hustoty — diskrétni

2
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hustota (formalné€ se pravdépodobnostni funkce zavadi jako hustota vzhledem k tzv. ¢itaci mifte), 1ze zapsat

sdruZenou hustotu ndhodnych veli¢in Xy, ..., X(,,), m pfi cenzorovani Casem ve tvaru
n! - n—m
fxay,z@),- Ty, m) = n—m)! H f(z@) | S77™(T) (2)
" \i=1

pr00<x(1)<x(2)<--~<:c(m)<T, m=20,1,...,n.

Piiklad

Predpoklddejme, Ze doba Cekdni na rizikovy jev je ndhodnd veli¢ina X a X ~ Ez()\). Stanovte maximaln{
vérohodny odhad parametru A v piipadé, Ze v ramci experimentu bylo sledovdno n statistickych jednotek
a pozorovini byla cenzorovédna Casem s ¢asovym cenzorem 7. Ddle stanovte maximélné vérohodny odhad
parametrické funkce 7(\) = 1, kterd uddvd stfedni dobu &ekdn{ EX na rizikovy jev.

Reseni: Protoze X ~ Exz()\) je
f(xz) =Xe ™ proz > 0,
flz)=0 proz < 0.

Odwd S(z) = 1 — F(z) = 1 — [ f(y)dy = e~ pro z > 0. Pak dosazenim do (2) dostaneme pro
vérohodnostni funkci vysledku experimentu pfi cenzorovéani ¢asem vyjidieni

L Z(1ys - Ty, M) =
n! " Az 2T n—m
= f($(1)7 ,$(m)7m,)\) = m (H e (0) <€ ) =
i=1

_ (n!)')\me)\ >m m(i)ef)\T(nfm)
n—m)!
prom € {0,1,...,n} a0 <z <+ < Ty < T.0dtud vypocteme logaritmickou vérohodnostni funkci
| m
((N) =InL()\) =1n ((nfm)') +mInA =AY i — AT(n — m).
’ i=1
Potom dostaneme vérohodnostni rovnici % = 0 ve tvaru
m m
U ri —T(n—m)=
=1
Odtud

m

je maximédlné vérohodnym odhadem parametrické funkce 7(A\) = . Tedy 7 je maximaln& vérohodny odhad
sttedni doby ¢ekdni na rizikovy jev.



** o
» *
i * *
evropsky *

socialni : MINISTERSTVO SKOLSTVI, OF Vedldvini UNIVERZITA
fondvCR EVROPSKAUNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceachopnost OBRANY

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

L

1.2 Cenzorovani poruchou

Pti cenzorovéni poruchou sledujeme v ¢ase ¢ = 0 celkem n experimentdlnich jednotek a pozorovani ukon¢ime
presné v okamziku, kdy sledovany rizikovy jev byl pozorovan pravé u m experimentdlnich jednotek, pficemz
m je nyni pevné dané pfedem zvolené pfirozené &islo, m = {1,2,...,n}. Vysledkem experimentu je potom
m hodnot z(1) < x9) < -+ < X(yy,), které piedstavuji hodnoty prvnich m dob ¢ekdni na rizikovy jev u n
statistickych jednotek. V tomto pripadé je doba trvani experimentu X ).

Pii cenzorovani poruchou je vysledkem experimentu pozorovani nahodnych veli¢in X (1), ..., X, a in-
formace, Ze u n —m statistickych jednotek byla doba ¢ekani na rizikovy jev vétsi nez X ). Proto lze sdruZenou
hustotu vysledku experimentu zapsat ve tvaru

' m
Faay, - x) = ﬁ (Hf (fﬂ(i))) S (@ m)) 3)
=1

pro 0 < z(1) < xg) <+ < Ty < 00.

Priklad

Predpoklddejme, Ze doba Cekdni na rizikovy jev je ndhodnd veli¢ina X a X ~ Ez()\). Stanovte maximaln{
vérohodny odhad parametru A v piipadé, Ze v ramci experimentu bylo sledovano n statistickych jednotek
a pozorovani byla cenzorovana poruchou m prvkd, m < n. Ddle stanovte maximalné vérohodny odhad
parametrické funkce 7(\) = %

ReSeni: Protoze X ~ Ex(\), dostaneme po dosazeni za f a .S do (3) vyjadieni vérohodnostni funkce ve tvaru

L2155 Tm)) = [(@)s - Tam)i A) =

n! O “awgg aw, YT
:m_m)!<£[1)\eM)>(eM>) =

n! m
_ 7'>\me—>\ > x<i)€—>\(n—m)a}(m); A > 0.

(n —m)

Odtud dostaneme logaritmickou vérohodnostni funkci ve tvaru

n! =
L(N)=InL(\) = lnm +mln\— )\;x(i) —An —m)xa); A > 0.

Po dosazeni do vérohodnostni rovnice % = 0 dostaneme

m

- Zx(l) - (n - m)x(m) =0.

m
A4
=1

Resenim vérohodnostni rovnice dostaneme maximalni vérohodny odhad parametru A ve tvaru

m —1
~ 1 n—m
— (=S x|, X
A (m;:l: O e — (m))
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a maximalné vérohodny odhad stfedni doby ¢ekani na rizikovy jev (tj. odhad parametrické funkce 7(\)) ve
tvaru

~ ~ n—m
) =7(0) = — ;X@ +————X(m)
Priklady k procvic¢eni
1. Je ddn ndhodny vybér X, Xo, ..., X, rozsahu n z exponenciélni rozdéleni Ex(\). Metodou maximaln{
vérohodnosti stanovte odhad parametru \.
2. Je ddn ndhodny vybér X1, Xo, ..., X, rozsahu n z normalniho rozdéleni N (j1, o%). Metodou maximalni
vérohodnosti stanovte odhad parametri i o.
3. Je ddn ndhodny vybér X, Xo, ..., X,, rozsahu n z Poissonova rozdéleni Po(\). Metodou maximaln{
vérohodnosti stanovte odhad parametrd \.
4. Je dén nahodny vybér X1, Xs,..., X, rozsahu n z logaritmicko-normalniho rozdéleni LN (u,0?).

Metodou maximalni vérohodnosti stanovte odhad parametrl y o.

5. Je dan ndhodny vybér X1, Xo, ..., X, rozsahu n z binomického rozdéleni Bi(n,f) n je pevné dané.
Metodou maximalni vérohodnosti stanovte odhad parametra 6.

6. Napiste vé€rohodnostni rovnice pro odhady neznamych parametrii z ptikladi 1 — 5 za predpokladu, Ze
vybeéry jsou zprava cenzorované c¢asem 7, tedy cenzorovani je typu I. Které z t€chto vérohodnostnich
rovnic dokézete analyticky resit?

7. Napiste vérohodnostni rovnice pro odhady neznamych parametrd z piikladi 1 — 5 za pfedpokladu,
Ze vybéry jsou zprava cenzorované ¢asem poruchou, tedy poctem experimentdlnich jednotek m tedy
cenzorovani je typu II. Které z téchto vérohodnostnich rovnic dokdZete analyticky fesit?

8. Napiste vérohodnostni rovnice pro odhady nezndmych parametrt z prikladd 1 — 5 za pfedpokladu, ze
vybéry jsou zleva cenzorované casem 7, tedy cenzorovdni je typu L. Které z té€chto vérohodnostnich
rovnic dokazete analyticky fesit?



