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Parametrické metody odhadu z neuplnych vybérut 2

1 Metoda maximalni vérohodnosti pro cenzorované vybeéry

1.1 Nahodné cenzorovani

Pri sledovani slozitych redlnych systémil ¢asto nemame moZnost usporadat experiment idedlné a nelze pfitom
vyuZzit cenzorovdni ¢asem nebo poruchou, ale je potieba vyjit z tzv. provoznich dat. Podobné je tomu pii
sledovani Zivotnosti jedincd dané populace. ProtoZe jedinci Casto migruji, mohou se dostat mimo nasi kontrolu
dfive, nez zjistime, zda ke sledovanému rizikovému jevu doslo ¢i nikoliv. Napf. sledujeme-li soubor pacienti,
ktefi jsou po zdvazném onemocnéni v septickém stavu a sledovani provddime s ohledem na jejich preZiti,
nemusime presné zndt dobu trvani septického stavu. Pacient miZe byt béhem septického stavu pievezen do
jiného zafizeni, kde jiZ neni pod na$i kontrolou, pfipadné dlouhodobé sledovani pacienta pro potieby dané
studie musime z ¢asovych divodd pfedcasné ukondit apod. V takovych piipadech uvazujeme n statistickych
jednotek a u kazdé z nich pozorujeme bud ndhodnou veli¢inu X, kterd udévé dobu Cekéni na rizikovy jev nebo
nahodnou veli¢inu 7, kterd udava dobu sledovani pacienta. Nahodna velic¢ina 7" se nazyva Casovy cenzor. Lze
tedy kazdé statistické jednotce prifadit hodnotu X nebo 1" podle toho, kterd z téchto hodnot je mensi. Formélné
zapsano muze byt vysledek sledovéni n dvojic (W1, 1), (Wa, I2), ..., (W, I,,), kde
W; = min(XjaTj)’
I; =1, jestlize W; = X, a tedy, j-té pozorovini X je necenzorované a rizikovy jev u j-t€ jednotky byl
pozorovan v Case X,
I; =0, jestlize W; =T}, toznamend, Ze j-t€ pozorovani X je cenzorovéno v Case T' = T}, tedy statistickd
jednotka j byla vyjmuta ze sledovéni dfive, neZ doSlo k nastoupeni rizikového
jevu, Cas vyjmuti ze sledovani byl T}, T; < X; a T); je ndhodna veli¢ina.

Pfi ndhodném cenzorovani predpokldddme, Ze doba ¢ekani na rizikovy jev X a Casovy cenzor T’ jsou ne-
zavislé ndhodné veli¢iny. Rozdéleni X popiSeme stejné jako diive hustotou f(z) nebo distribu¢ni funkei F'(z)
arozdéleni ¢asového cenzoru T  popiseme hustotou g(¢) nebo distribuéni funkei G(t), pfi¢emz obé tato rozdéleni
mohou zdviset na neznamych parametrech, tedy F'(z) = F(z,01) a G(z) = G(x,03). Vektor 6 = (61, 602)
je pak vektor vSech neznamych parametrt a pro jednoduchost budeme predpoklddat, Ze vektory 61, 82 neob-
sahuji spole¢né parametry. Za uvedenych pfedpokladi je potom vysledkem pozorovani n nezavislych dvojic
(W, 1;), j =1,2,...,n. Dfive neZ uvedeme vérohodnostni funkci, kterd odpovidd ndhodnému cenzorovani,
zavedeme funkci H(w,i) prow > 0 a ¢ € {0,1} vztahem H(w,i) = P(W < w,I = i). Z uvedenych
predpokladi pak plyne, Ze

0

/OwF(iL'

H(w,1)=P(W; <w,I; =1) = F(w) — /w f(z)G(x)dx
aH(w,0) = P(W; <w,I; =0) = G(w) — )g(z)dx

Odtud derivovanim dostaneme funkci

1) = D ) )G = fw) (1 - Gw), w >0
dH (w, 0) 1
(w,0) = D ) — p(w)gfu) = g(w)(1 ~ Flu), w >0,
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Ztejmé funkce h(w, i) odpovidd sdruZené hustoté ndhodnych veli¢in W a I. Odtud plyne, Ze vérohodnostn{

funkce vysledku experimentu (W1, 1), ..., (W, I,,) pfi ndhodném cenzorovini je rovna
n
£(6) = [[ (w3, 1). 2)
j=1

Poznamenejme jeSté pro tplnost, Ze pro struénost zdpisu jsme v hustotdch f, g, h a distribu¢nich funkcich
F, G, H explicitné nevyjadfili zavislosti na parametrech 01, 02, 8. Odhad parametru 6 potom ziskdme maxi-
malizaci vérohodnostni funkce (2) nebo jednoduseji maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce

0(0) = InL(0) = znjlnh(wj,fj).
j=1

ProtoZe na pofadi s¢itancti ve vyjadfeni logaritmické vérohodnostni funkce ¢(0) nezélezi, 1ze £(0) zapsat
ve tvaru
06)=> Ih(W;,1)+ Y Inh(W;,0), 3)
NS J€Jo
kde J; C {1,2,...,n} je mnoZina statistickych jednotek j, pro které je I; = 1, tj. J1 = {j: [; = 1}
aJo C {1,2,...,n} je mnoZina statistickych jednotek {j: I; = 0}. Tedy J; odpovida statistickym jednotkam,
u nichZ byl rizikovy jev pozorovén a Jy odpovida statistickym jednotkam, které byly cenzorovény arizikovy jev
nebyl pozorovéan. KdyZ dosadime za h(W;,0) a h(W);, 1) ve vzorci (3) ze vzorce (1), dostaneme logaritmickou
vérohodnostni funkci ¢(0) ve tvaru

06) = 32 m(FV) (1 - GWy) ) + 3 I (g(W5) (1 = F(W;)) )

jeN Jj€Jdo
-3 ln(f(X(j))(l - G(X(j)))) +y ln<g(Tj)(1 - F(Tj))) =
jen Jj€Jo
= > W f(Xg)+ D (1= F(Ty) + ) Ing(T)) + Y In(l - G(X(;))).
JjeES1 Jj€Jdo j€Jo JEJ1
Dile vzhledem k predpokladu, 7e f a F zavisi pouze na parametru 61 = (611,...,01,,) a g a G pouze na
parametru @2 = (621, . .., 02, ), dostaneme logaritmicko vérohodnostni funkci ¢(0) jako soucet

£(0) = £1(01) + £2(62),

kde
0(61) =Y Inf(Xg)+ > In(1—F(Ty),
J€N j€Jdo
05(02) =Y Ing(Ty) + Y In(1—G(X)-
J€Jo JjeS1

Vérohodnostni rovnice pro odhad parametru 61 jsou
0ty

=0,i=1,...
8011 9 ? ? 7r1
a vérohodnostn{ rovnice pro odhad 65 jsou
0l
=0,i=1, 5
065 "

Jejich fesenim dostaneme maximalné vérohodné odhady parametrti 81, €5 pfi ndhodném cenzorovani.
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1.2 Testovaci statistiky v cenzorovanych vybérech

Budeme vychézet z cenzorovaného ndhodného vybéru, ktery byl potfizen z pozorovéni n statistickych jednotek.
Oznacime Jy mnoZinu cenzorovanych jednotek a mnoZinu .J; mnoZinu necenzorovanych statistickych jednotek.
Ve specidlnim piipadé, kdy pozorovéni nejsou cenzorovdana, je mnoZina Jy prazdné a jednd se o specidlni piipad
modelu s cenzorovanim. Hustotu doby ¢ekéni na rizikovy jev opét oznac¢ime f(x,0), kde @ = (0;....,6,)
je r-rozmérny parametr. V aplikacich je Casta situace, kdy se zajimdme pouze o nékteré slozky vektoru 6,
budeme predpokladat, Ze jsou to parametry 61, ..., 60, k < r, a budeme je nazyvat cilové parametry. Ostatni
parametry 6y 1, . . ., 6, nejsou predmétem naseho zajmu, netyka se jich testovand hypotéza a nazyvaji se rusivé
parametry. Napiiklad kdyZ pracujeme s normdlnim rozdélenim N (p1, 02), je r = 2, @ = (u, o) a testovand
hypotéza se Casto tykd jenom parametru ¢; = u (k = 1) a druhy parametr 6 = o je rusivym parametrem.

Déle ozna¢ime 8¢ = (01, ..., 0)) vektor cilovych parametri a @ = (0x1, . .., 0, ) vektor rusivych para-
metrd (rusivy vektorovy parametr). Budeme uvazovat nulovou hypotézu Hy: 8¢ = 0y, kde 8y = (6p1, - . ., Ook)
je dany zndmy vektor. V tomto oznaceni lze psit @ = (0, @) a pfi platnosti nulové hypotézy je @ = (6, OR).
Logaritmickou vérohodnostni funkci ¢(6) pak mizeme po dosazeni za @ psat ve tvaru £(0) = (0, 0R) a za
platnosti Hy je ¢(0) = £(0,0R).

(LR) Vérohodnostni pomér (z anglického likelihood ratio)

LR =2 (1(§C,§R) — £(8o, 5R)) ,

kde 6 = (50, ] r) je maximdlné vérohodny odhad parametru 8 = (6¢,0R) a 0 R je maximdln€ vérohodny
odhad parametru 8 i za platnosti nulové hypotézy 6. = 6. Tedy plati pro n&j, ze £(0¢, Or) = max £(69,0R)
R

a lze jej ziskat feSenim vérohodnostnich rovnic

0(60,0R)

=0, j=k+1,...,7.
80] y J +a T

(W) Waldova statistika R L
W = (0c—60)J112(0c,0r)(0c — 6),

kde matice J11.2(0¢, O r) zdvisla na parametru @ = (6¢, OR) se vypocte podle vzorce J11.2(0¢, Or) = J11 —
J1oJ 521J 21, priCemZ matice J11, J12, J21 jsou bloky tzv. Fisherovy informacni matice J = J(0) = J(0¢, 0R)
definované pomoci logaritmické vérohodnostni funkce ¢(0) = ¢(6¢, Or) vztahem

825(9)> _ ( J11(0c,0Rr) J12(0¢,0R) )
90;00; ) i=1,... J21(0¢,0r) J22(0c,0r) )

= b} ’/r'
=1,...,r

J(0) =J(0c,0R) = <—E
J

V uvedeném vztahu zna¢i E stiedni hodnotu (logaritmickd v&rohodnostni funkce ¢(0) zavisi na nadhodném
vybéru ) abloky J11, J12, J21 a Joo matice J jsou postupnétypu k x k, kx (r—k), (r—k)xka(r—k)x(r—k).

(LM) Skoérova funkce (odpovidajici test je zalozeny na Lagrangeovych multiplikatorech, nazyva se téZ
Ratv test)

—~ / ~ 1 ~
LM = [UC(BO,OR)] [Jn.g(eo,BR)] Uc(60,0r),

kde Ux(0) = U (O¢, OR) je prvnich k slozek tzv. skorového vektoru

20(8)
90,
Uo(6c.0
U=U(6c,0R) = : _ ( UCEOC 033 ) '
00(6) r(0c,0R
20,
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Tedy vektor Ug (08¢, 53) je k-rozmérny a vektor U (0¢, 53) je (r — k)-rozmérny.

Kdyz jsou splnény podminky regularity, maji vSechny tfi uvedené statistiky za platnosti nulové hypotézy
Hy asymptoticky Pearsonovo y? rozd&leni o k stupnich volnosti. Hy pak zamitdme na hlading vyznamnosti,
kdy# dan4 statistika prekro¢i (1 — «)-kvantil Pearsonovo rozdéleni x2 (k).

Priklady k procvi¢eni

1. Je dan ndhodny vybér X, Xo, ..., X, rozsahu n z exponencidlni rozd€leni Ez()\). Stanovte testovaci
statistiky:

a) vérohodnostni pomér LR,
b) Waldovu statistiku W,

c¢) skérovou statistiku L M.

Ulohu miiZzete fedit numericky pro vybrani simulovani data s pouZitim vhodného software R, nebo
MATLAB.

2. Je dén nahodny vybér X1, Xs,. .., X, rozsahu n z exponencidlni rozdéleni Fx(\). Za pfedpokladu, Ze
tento ndhodny vybér je cenzorovany Casem s Casovym cenzorem 7' stanovte testovaci statistiky:

a) vérohodnostni pomér LR,
b) Waldovu statistiku W,

¢) skorovou statistiku LM

Ulohu miZete feSit numericky pro vybrand simulovand data s pouZzitim vhodného software R, nebo

MATLAB.

3. Je dan ndhodny vybér X1, X, ..., X,, rozsahu n z exponencidlni rozdéleni Fxz(\). Za pfedpokladu, Ze
tento ndhodny vybér je cenzorovany poruchou poétem cenzorovanych jednotek m < n stanovte testovaci
statistiky:

a) vérohodnostni pomér LR,
b) Waldovu statistiku W,
¢) skorovou statistiku LM .

Ulohu muZete fesit numericky pro vybrand simulovana data s pouZitim vhodného software R, nebo
MATLAB.

4. Je dan nahodny vybér X1, Xo, ..., X, rozsahu n z exponencidlni rozdéleni Fx()\). Za pfedpokladu, ze
tento ndhodny vybér je ndhodné cenzorovany a Casovy cenzor 7' ma exponencidlni rozdéleni Ez(d),
stanovte testovaci statistiky:

a) vérohodnostni pomér LR,
b) Waldovu statistiku W,

¢) skorovou statistiku LM .
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L

Ulohu miizete fedit numericky pro vybrani simulovani data s pouZitim vhodného software R, nebo
MATLAB.
5. Reste tlohy z piikladi 1 — 4, za predpokladu, Ze vybéry jsou cenzorované zleva.

Ulohu muZete fesit numericky pro vybrand simulovana data s pouZitim vhodného software R, nebo
MATLAB.



