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Neparametrické metody odhadt z neuplinych vybéru

Drive jsme predpokladali, Ze rozd€leni doby ¢ekani na rizikovy jev bylo popsédno distribuéni funkci zndmého
typu (napf. exponencidlni, gama apod.), tato distribuc¢ni funkce zdvisela na nezndmych parametrech a cilem
statistické analyzy byl odhad téchto neznamych parametrti piipadné testovani hypotéz vztaZzenych k t€émto
parametrim. Existuji v8ak situace, kdy uZivatel statistickych metod nem4 Zddnou pfedstavu o rozdéleni doby
¢ekani na rizikovy jev nebo neni mozné pro danou situaci vybrat vhodné modelové rozdéleni ze zakladnich
typl rozdéleni. V takovych situacich se vychdzi z tzv. neparametrickych metod, které umoziiuji stanovit
odhad funkce preziti, anizZ bychom piedpoklddali jeji pfislusnost do dané tiidy rozdéleni. PopiSeme dvé metody
odhadu pravdépodobnosti pteziti. Prvni bude vychézet ze setfidénych dat do podobné tabulky jako je tabulka
skupinového rozdéleni Cetnosti. Jde o klasickou metodu zndmou v literatufe. Tato metoda je hojné€ pouZivana
v epidemiologii, biometrice a pojiStovaci matematice. Druhd metoda, kterou se budeme zabyvat, je metoda
podobnd, ale vychdzi z dat, kterd nejsou seskupena do tfidnich intervall. Tato metoda odhadu funkce pieZiti je
zalozena na tzv. Kaplan-Meierové odhadu funkce preziti, téz se v literatufe nazyva product-limit estimator.

1 Metoda , life-table“

Predpoklddejme, Ze doba ¢ekéani X na rizikovy jev (Zivotnost) ma distribuéni funkci F'(x) a odpovidajici doba
preziti je S(x) = 1 — F(x). Vyjdeme z ndhodné cenzorovanych dat, kdy rozdéleni ¢asového cenzoru neni
znamé. Metoda ,,lifetable* sestdva ze tf{ hlavnich kroku.

1. Predpokladejme, Ze na zacdtku obdobi sledujeme Zivotnost n statistickych jednotek. Obor moZnych
hodnot Zivotnosti téchto jednotek (obor hodnot ndhodné veli¢iny X)) rozdélime do k£ + 1 disjunktnich
intervalt I; = (a;—1,0a;), j =1,2,...,k+ 1, klademe ap = 0 a ap11 = oo.

2. Pro kazdy interval I;, j = 1,2,...,k + 1, oznacime

n; — pocet statistickych jednotek, které jsou v riziku v intevalu I; (tj. poCet t€ch statistickych jednotek,
u nichZ do konce intervalu I;, tedy do Casu a;, rizikovy jev nenastal (fikdme, Ze jsou v Case a;
v zivém stavu) a zdrovefi nejsou do Casu a; cenzorovény, tedy nebyly do Casu a; vyjmuty ze
sledovani),

d; —pocet statistickych jednotek u nichz byl v intervalu I; pozorovan rizikovy jev (zemfely v intervalu
1)),

w; — pocet cenzorovanych statistickych jednotek v intervalu I; (tedy pocet statistickych jednotek
vyjmutych ze sledovani v intervalu [;),

pj = P(X > a;|X > aj_1) — pravdépodobnost, Ze rizikovy jev u sledované statistické jednotky
nenastane v intervalu I; za podminky, Ze na zacatku intervalu /; byla tato jednotka v Zivém stavu.

Ziejmé
L P(X>aj) . S’(aj)
PTPX >0 S(a0)

Pak S(a;) lze vyjadfit ve tvaru

j=1,2,....

S(az) S(ag) o S(aj)
S(a1) S(az)  S(aj-1)

S(aj) = S(ar)
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Odtud, protoZe S(ap) = 1, dostaneme pro funkci pieziti v ¢asech a; vztah
S(aj) =p1-p2---pj. (1)
Tento vztah v dal$im kroku uzZijeme k odhadu funkce preziti.
3. Odhadneme podminéné pravdépodobnosti p;. Vyjdeme ze vztahu
pj = P(X > aj|X >aj—1) =1—-P(X <aj|X >aj_1)

a podminénou pravdépodobnost P(X < a;|X > a;_1) odhadneme pomoci Cetnosti, které se vztahuji
k intervalu I;. ProtoZe nezndme rozdéleni cenzorovanych dob, Ize pfedpokladat, Ze v prvnim krajnim
piipadé, tj. na zacitku intervalu I; v Case a;_1 je v riziku n; — w; statistickych jednotek, protoZe
vSechny cenzorované v tomto intervalu budou vyjmuty ze sledovani hned na zacatku tohoto intervalu.
V druhém krajnim piipade, kdyZ budeme predpoklddat, Ze vSechny cenzorované statistické jednotky
v tomto intervalu budou ze sledovani vyjmuty aZ na jeho konci, dostaneme, Ze v riziku bude v tomto
intervalu n; statistickych jednotek. Primér té€chto dvou krajnich hodnot je roven n; = %(n] —wj; +
nj) a nazyva se efektivni pocet statistickych jednotek, které jsou v intervalu [; v riziku. Podminénou
pravdépodobnost p; pak lze odhadnout jako

"

Po dosazeni téchto odhadii do vzorce (1) dostaneme odhad S(a;) funkce pieZiti S(a;) ve tvaru

) j 4 j
S(aj>:ﬁ1ﬁ2--~ﬁj:1'[<1—"1>=H<1—q}>, )

i=1 i — Wi i=1

kde g =1—p; = 4.
3
Podotknéme na zavér, Ze uvedeny vzorec byl odvozen za predpokladu, Ze mechanismus, ktery generuje
¢asy cenzorovdni, nezdvisi na dobach Zivotnosti a dile, Ze doby nastoupeni rizikového jevu a doby vyjmuti

prvku ze sledovéni jsou v kaZzdém ze sledovaném intervalu rozdéleny rovnomeérné.

Piiklad

Bylo sledovano 913 pacientd se zhoubnym melanomem, ktefi byli vySetfeni v Andersenové nadorové klinice
v letech 1944-1960. Byla ziskdna data uvedena v tabulce. V této tabulce jsou zarovei uvedeny podklady pro
vypocet funkce preziti ziskané metodou , life-table podle vzorce (2).

Pocet Pos Pocet Evlfekti\_/n.l’

Interval | zemfelych | FOC€t | For | potet v riziku )

I; (roky) d; w; n; n; g; = Z—E Dj S(a;)
(0,1) 312 96 913 865,0 0,361 0,639 | 0,639
(1,2) 96 74 505 468,0 0,205 | 0,795 | 0,508
(2,3) 45 62 335 304,0 0,148 | 0,852 | 0,433
(3,4) 29 30 228 2130 0,136 | 0,864 | 0,374
4,5) 7 40 169 149,0 0,047 | 0,953 | 0,356
(5,6) 9 37 122 103,0 0,087 | 0,913 | 0,325
6,7) 3 17 76 67,0 0,044 | 0,956 | 0,311
(7,8) 1 12 56 50,0 0,020 | 0,980 | 0,305
(8,9) 3 8 43 39,0 0,077 | 0,923 | 0,281
(9, 00) 32 - 32 32,0 1,000 | 0,000 | 0,000
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L

Vypocet odhadu funkce preziti budeme demonstrovat pro hodnoty S(a1) a S(az). Postupné dostaneme

1 1
n’lzn1+§w1:913—|—§96:865,0,

_dy 312
= —— = — = 1

Q= = ge5 — 0300

pr=1-—q =0,639 a S(a;) = 0,639.

Analogicky
P2 = 0,795 a S(az) = P12 = 0,639 - 0,795 = 0,508.

2 Greenwoodova formule a Kaplan Meiertv odhad

Lze ukdzat, e odhad S(a;) je nestranny a tedy plati, Ze ES(a;) = S(a;). Tvrzeni plyne ze skute¢nosti, Ze
podminéné rozdéleni poctu pozorovanych rizikovych jevil d; v intervalu I; za pfedpokladu, Ze efektivni pocet
jednotek, které jsou v intervalu I; v riziku, je rozdéleni binomické Bi(n;-, 1-pj), 5=1,2,...,k+ 1. Pomoci

tohoto vysledku lze také stanovit rozptyl odhadu D(S(a;)). Plati tzv. Greenwoodova formule

J

G di .
D(S(a5)) = (S(a;))* Y s I = L%kt
=14

kterd ukazuje, jak lze rozptyl D(S(a;)) aproximovat. Po dosazeni odhadd za S(a;), gi, pi, vypocteme odhad

rozptylu S(a;). Ozna¢me jej a% (a5) = D(S(a;)) a pro tento rozptyl dostaneme piiblizné vyjadieni

— 2 J q;
~ ql .
o2 = D(S(a;)) = (S(a)) D s =Lk,
=1

a pro odhad smérodatné odchylky S (a;) pak dostaneme

Dile lze stanovit 100(1 — a)% asymptoticky interval spolehlivosti pro S(a;) ve tvaru

(S(aj) — U1-555(a;) S’(aj) + “1—%5§(aj)> :

Pouziti uvedenych vzorci budeme ilustrovat na piikladu. Stanovime 95% interval spolehlivosti pro S(as).
Postupné dostaneme

J o~
i 0,361 0,047
Yy - 0,356\/ o e = 0,01899.

D~ .
55(as) ~ 5(05) i 0,639 - 865 0,953 - 149
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Odtud 95% interval spolehlivosti pro S(as) je roven
(0,356 — 1,96 - 0,01899; 0,356 + 1,96 - 0,01899) = (0,318;0,394).

Stejné jako u metody , life-table* budeme vychézet z pfedpokladu, Ze doba ¢ekdni X na rizikovy jev ma
funkci preziti S(xz). Na rozdil od metody , life-table* nepfedpokladdme, Ze pozorovani nahodné veli¢iny X jsou
seskupena do intervalid. Pro kazdou statistickou jednotku j déle ozna¢me:

X zivotnost jednotky j,
T); doba cenzorovini jednotky j (doba sledovéni jednotky j pfed jejim vyjmutim ze sledovéni),

W; =min(X;,T5), j=1,2,...,n,

Ij =1kdyz X; <T;(tj. W; = X;)al; = 0kdyz X; > T} (. W; = T}). Vysledkem sledovani n statistickych
jednotek pak je n dvojic (W1, I1),. .., (W, I,). KdyZ dvojice uspofddame podle velikosti prvni slozky (tedy
podle W;), dostaneme uspoiddané dvojice

Wy ) s Wiy I) - (Wi Iy pi€emz Wiay < Wig) < -+ < Wiy,
Kaplan-Meiertiv odhad funkce preziti je dan vztahem
. n—i \l®
S(z) = ) ml;l)gm <n e 1)

apro I(,,) = 0, klademe §(JJ) = 0proz > W,.
Lze ukazat, Ze S () ma asymptoticky normdlni rozdéleni, jeho stfedni hodnotu lze odhadnout jako
fooo S(z)dx a jeho rozptyl 1ze opét odhadnout Greenwoodovou formuli.

Priklady k procvic¢eni

1. U 21 pacienti byla sledovdna doba remise, za kterou pacienti po vyléeni akutni leukemie pomoci
preparatu 6-mercaptopurine (6-MP) opétovné upadli do akutniho stavu této nemoci. Zji§téné doby remise
v mésicich byly ndsledujici: 10, 7,32%,23, 22, 6, 16, 34%*, 32%, 25*% 11%, 20%, 19%, 6,17*%,35%,6, 13,
9%, 6%, 10*. Hodnoty oznaCené * zna¢i ndhodné cenzorované pozorovéni. Data viz.: Klein, J. P. and
Moeschberger, M. L. Survival Analysis. Springer, 2003.

a) Stanovte z téchto dat Casy t;, kdy doslo k remisi, ddle tomu Casu odpovidajici polty pacientl d;,
u nichZ doslo v tomto ¢ase k remisi a kone¢né pocty jedinct Y;, ktefi byli v tomto Case v riziku,
tedy neznalo se, kdy u nich k pfipadné remisi muze dojit.

b) Stanovte neparametricky Kaplan -Meiertuv odhad funkce preziti.

¢) Pomoci Greenwoodovy formule stanovte odhad rozptylu tohoto odhadu.

Ulohu miZete fesit piimo nebo pomoci software R nebo MATLAB.



