
Markovské metody pro modelovánı́ pravděpodobnosti
rizikových stavů

1 Markovský řetězec

Budeme uvažovat náhodný proces s diskrétnı́m časem (náhodnou posloupnost) X(t), t ∈ T = {0, 1, 2, . . . }
s konečnou množinou stavů E = {1, 2, . . . , N}. V přı́padě, že X(t) = i, budeme řı́kat, že proces je v čase t
ve stavu i, t ∈ T, i ∈ E. Stavy procesu X(t) mohou popisovat různé rizikové situace a zajı́má nás, s jakou
pravděpodobnostı́ se v čase t sledovaný proces v jednotlivých rizikových situacı́ch vyskytne.

Předpokládejme, že sledujeme v souvislosti s pojišt’ovacı́mi operacemi zdravotnı́ stav pojištěnců. Pro
jednoduchost předpokládejme, že uvažujeme tři možné kategorie zdravotnı́ho stavu pojištěnce: 1. aktivnı́;
2. onemocnělý; 3. hospitalizovaný. Sledovánı́ zdravotnı́ho stavu sledujeme v diskrétnı́ch časových okamžicı́ch,
např. ve dnech. Pak tento zdravotnı́ stav lze popsat náhodnou posloupnostı́ X(t), t ∈ T . Je-li v čase t = 2
sledovaný pojištěnec zdravotně aktivnı́, lze pomocı́ X(t) tuto situaci zapsat ve tvaru X(2) = 1 a řı́káme,
že v čase t = 2 je proces ve stavu 1 (tj. pojištěnec je aktivnı́). Cı́lem je popsat dynamiku procesu X(t),
tedy popsat pravděpodobnosti stavů pi(t) = P (X(t) = i) pro i ∈ E a t ∈ T . V obecné situaci může být
dynamika procesu X(t) velmi komplikovaná, mezi veličinami X(0), X(1), X(2), . . . mohou být složité
statistické vazby, tyto veličiny mohou být různě korelované a najı́t odhad základnı́ch charakteristik tohoto
procesu a stanovit predikci budoucı́ho vývoje procesu, najı́t pravděpodobnosti pi(t) pro velká t (zejména
v situacı́ch, kdy je k dispozici pouze jediný záznam realizace procesu) může být problém značně obtı́žný. Je
ovšem možné klást na pravděpodobnostnı́ strukturu procesuX(t) jisté zjednodušujı́cı́ předpoklady, které dobře
postihnou charakter některých procesů na straně jedné a na straně druhé po matematické stránce celou situaci
zjednodušı́. Typickým přı́kladem takového předpokladu je markovská vlastnost sledovaného procesu, která
znamená, že pravděpodobnost budoucı́ho vývoje procesu v čase t + 1, známe-li stav procesu v přı́tomném
čase t, už nezávisı́ na minulém vývoji procesu v časech t − 1, t − 2, . . . , 2, 1, 0. Markovskou vlastnost lze
formálně vyjádřit pomocı́ podmı́něných pravděpodobnostı́ tak, že pro všechna t = 0, 1, 2, . . . a všechny stavy
i, j, it−1, . . . , i0 ∈ E platı́

P (Xt+1 = j|Xt = i,Xt−1 = it−1, . . . , X0 = i0) = P (Xt+1 = j|Xt = i), (1)

pokud podmı́něná pravděpodobnost vlevo existuje (tj. když P (Xt = i, Xt−1 = it−1, . . . , X0 = i0) > 0).
Splňuje-li procesX(t) vlastnost (1) řı́káme, žeX(t) je markovský proces s diskrétnı́m časem nebo stručněji,
že X(t) je markovský řetězec. Pro pravděpodobnosti (1) pak zavádı́me označenı́

pij(t, t+ 1) = P (Xt+1 = j|Xt = i)

a pravděpodobnosti pij(t, t + 1), pokud jsou definovány, nazýváme pravděpodobnosti přechodu ze stavu i
v čase t do stavu j v t + 1. Někdy se tyto pravděpodobnosti nazývajı́ pravděpodobnosti přechodu 1. řádu,
protože jde o pravděpodobnost přechodu za jednu jednotku času. Dále zavádı́me podmı́něné pravděpodobnosti

pij(t, t+ s) = P (Xt+s = j|Xt = i),

které definujeme pro t, t + s ∈ T a i, j ∈ E a pokud existujı́, nazýváme je pravděpodobnosti přechodu ze
stavu i v čase t do stavu j v čase t + s. Jinak se též nazývajı́ pravděpodobnosti přechodu s-tého řádu.
V některých situacı́ch se může stát, že pravděpodobnost přechodu pij(t, t+s) nezávisı́ na časových okamžicı́ch
t a t + s, ale pouze na jejich vzdálenosti, tedy na jejich rozdı́lu s. Pak řı́káme, že markovský řetězec X(t) je
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homogennı́. V dalšı́ části tohoto odstavce budeme uvažovat jenom homogennı́ markovské řetězce a zavedeme
následujı́cı́ terminologii a označenı́:

pi(0) = P (X(0) = i) nazveme počátečnı́ pravděpodobnost stavu i,
p(0) = (p1(0), p2(0), . . . , pN (0)) nazveme počátečnı́ rozdělenı́ stavů markovského řetězce,
pi(t) = P (X(t) = i) nazveme absolutnı́ pravděpodobnost stavu i v čase t,
p(t) = (p1(t), p2(t), . . . , pN (t)) nazveme absolutnı́ rozdělenı́ stavů markovského řetězce v čase t.

Dále pro homogennı́ řetězec platı́, že pij(t, t+ 1) nezávisı́ na t a můžeme proto mı́sto pij(t, t+ 1) psát pouze
pij(1) = pij . Pravděpodobnost pij nazýváme pravděpodobnostı́ přechodu homogennı́ho řetězce po jednom
kroku a matici

P =


p11, p12, . . . , p1N
p21, p22, . . . , p2N

...
pN1, pN2, . . . , pNN


nazýváme maticı́ pravděpodobnostı́ přechodu homogennı́ho markovského řetězce stručně jenom maticı́
pravděpodobnostı́ přechodu. Pro každý řádek matice pravděpodobnostı́ přechodu P platı́, že

∑N
j=1 pij = 1,

a protože pij ≥ 0, i, j ∈ E, platı́, že matice P je stochastická matice.
Pomocı́ matice pravděpodobnostı́ přechodu P a vektoru počátečnı́ch stavů p(0) lze jednoduše popsat

dynamiku procesu X(t) (tj. jeho konečněrozměrná rozdělenı́ pravděpodobnostı́). Platı́

P (X(0) = i0, X(1) = i1, . . . , X(k) = ik) = pi0(0)pi0i1pi1i2 · · · pik−1ik

pro libovolné stavy i0, i1, . . . , ik ∈ E. Uvedeného vztahu je možné využı́t k popisu pravděpodobnostı́ přechodu
s-tého řádu. Pro homogennı́ markovský řetězec platı́, že pij(t, t+s) nezávisı́ na t, můžeme proto zavést označenı́

p
(s)
ij = pij(t, t+ s) pro s = 1, 2, . . . a p

(0)
ij =

{
0 pro i 6= j,

1 pro i = j.

Pravděpodobnosti p(s)ij pak udávajı́ pravděpodobnosti přechodu homogennı́ho řetězce ze stavu i do stavu j
po s krocı́ch. Můžeme je zapsat do matice

P (s) =

 p
(s)
11 , . . . , p

(s)
1N

...
p
(s)
N1, . . . , p

(s)
NN

 ,

kterou nazýváme maticı́ pravděpodobnostı́ přechodu homogennı́ho markovského řetězce po s krocı́ch nebo též
s-tého řádu. Pomocı́ vzorce pro celkovou pravděpodobnost a markovské vlastnosti snadno nahlédneme, že platı́

p
(2)
ij = P (X(t+ 2) = j|X(t) = i) =

=

N∑
k=1

P (X(t+2)=j|X(t+1) = k,X(t) = i) · P (X(t+1)=k|X(t) = i) =

=
N∑
k=1

P (X(t+ 2) = j|X(t+ 1) = k)P (X(t+ 1) = k|X(t) = i) =
N∑
k=1

pkjpik
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pro i, j ∈ E. Když zı́skaný výsledek zapı́šeme v maticovém tvaru, dostaneme

P (2) = P 2.

Analogicky lze odvodit, že platı́
P (s) = P s.

Slovně vyjádřeno, matice pravděpodobnostı́ přechodu homogennı́ho markovského řetězce po s krocı́ch je rovna
s-té mocnině matice pravděpodobnostı́ přechodu tohoto řetězce. Ze vzorce pro celkovou pravděpodobnost
dostaneme vyjádřenı́ absolutnı́ pravděpodobnosti stavu i v čase t ve tvaru

pi(t) = P (X(t) = i) =
N∑
k=1

P (X(0) = k)P (X(t) = i|X(0) = k) =

=
N∑
k=1

pk(0)p
(t)
ki , i ∈ E.

Potom užitı́m maticového zápisu dostaneme

p(t) = p(0)P (t) = p(0)P t. (2)

Vidı́me, že absolutnı́ pravděpodobnosti stavů homogennı́ho markovského řetězce v čase t lze jednoduše vyjádřit
pomocı́ počátečnı́ch pravděpodobnostı́ stavů a matice pravděpodobnostı́ přechodu. Z uvedeného vztahu lze
snadno zı́skat pravděpodobnosti rizikových stavů sledovaného procesu, když známe počátečnı́ rozdělenı́ stavů
a matici pravděpodobnostı́ přechodu.

Z hlediska dlouhodobého sledovánı́ řetězce X(t) je užitečné umět stanovit absolutnı́ pravděpodobnosti
stavů pi(t) pro velká t. Tedy pro t → ∞ je potřeba stanovit limt→∞ pi(t), i ∈ E. Vzhledem k (2) závisı́ tato
limita na vlastnostech matice pravděpodobnostı́ přechodu P . Lze ukázat, že v přı́padě, kdy existuje přirozené
čı́slo r tak, že r-tá mocnina matice P , tedy matice P r má v některém sloupci jenom kladné prvky, tak existujı́
limity

lim
t→∞

p
(t)
ik = πk,

lim
t→∞

pk(t) = πk

pro i, k ∈ E, přičemž limitnı́ pravděpodobnosti π1, π2, . . . , πN jsou jediným řešenı́m rovnic

πk =

N∑
j=1

πj pjk, k ∈ E a
N∑
j=1

πj = 1. (3)

Když položı́me π = (π1, . . . , πN ) a

Π =


π
π
. . .
π

 =


π1, π2, . . . , πN
π1, π2, . . . , πN

. . .
π1, π2, . . . , πN

 ,

lze uvedené limitnı́ vztahy zapsat maticově ve tvaru

lim
t→∞

P (t) = lim
t→∞

P t = Π

a lim
t→∞

p(t) = lim
t→∞

p(0)P t = π,
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přičemž π je jediným řešenı́m soustavy rovnic

π = πP , π1 = 1, (4)

kde 1 je sloupcový vektor délky N tvořený samými jedničkami.
Vektor π = (π1, . . . , πN) pak definuje tzv. stacionárnı́ rozdělenı́ pravděpodobnostı́ řetězce X(t).
Jestliže počátečnı́ rozdělenı́ pravděpodobnosti je stacionárnı́, tj. když p(0) = π, pak všechna absolutnı́

rozdělenı́ pravděpodobnosti p(t) jsou stacionárnı́, tj. p(t) = π a řı́káme, že řetězec je ve statistické rovnováze.

Přı́klad
Vyjdeme z předpokladů, že při pojištěnı́ motorových vozidel použı́vá pojišt’ovna třı́ kategorizacı́ pojistného:
0 – základnı́ pojistné, 1 – bonus 30 % a 2 – bonus 50 %. Označme X(t) náhodný proces, který značı́ kategorii
pojistného v t-tém pojistném obdobı́. Množina stavů tohoto procesu je E = {0, 1, 2}. Pojištěnec je zařazen
do přı́slušné kategorie podle toho, jaký počet pojistných událostı́ nahlásil v předchozı́m obdobı́. V prvnı́m
pojistném obdobı́ je pojištěnec zařazen do kategorie 0 a platı́ základnı́ pojištěnı́. Jestliže v prvnı́m pojistném
obdobı́ měl pojištěnec bezeškodnı́ průběh, je v následném obdobı́ zařazen o kategorii výše (zı́ská bonus). Pokud
ale uplatnı́ jeden pojistný nárok, je v přı́štı́m obdobı́ zařazen o kategorii nı́že, při uplatněnı́ vı́ce než jednoho
pojistného nároku je zařazen o dvě kategorie nı́že. Předpokládejme, že počet pojistných událostı́ v pojistném
obdobı́ t je náhodná veličina Yt, t = 1, 2 . . . . Potom proces X(t) je definován následovně: X(0) = 1 a pro
t ≥ 1 platı́

X(t+ 1) =


min{X(t) + 1; 2} pro Yt = 0,

max{X(t)− 1; 0} pro Yt = 1,

0 pro Yt > 1.

Budeme předpokládat, že náhodné veličiny Yt pro t = 1, 2 . . . jsou nezávislé a majı́ stejné Poissonovo
rozdělenı́ s parametrem λ. Pak X(t) je homogennı́ markovský řetězec s množinou stavů E = {0, 1, 2},
počátečnı́m rozdělenı́m pravděpodobnostı́ p(0) = (1, 0, 0) a maticı́ pravděpodobnostı́ přechodu

P =

 1− e−λ e−λ 0
1− e−λ 0 e−λ

1− e−λ − λe−λ λe−λ e−λ

 .

Protože matice P má v prvnı́m sloupci jenom kladné prvky, existuje stacionárnı́ rozdělenı́ π = limt→∞ p(t)
a zı́skáme jej řešenı́m rovnice (3). Když položı́me a0 = e−λ a a1 = λe−λ, dostaneme po dosazenı́ do (3)
soustavu rovnic

π0 = π0(1− a0) + π1(1− a0) + π2(1− a0 − a1),
π1 = π0a0 + π2a1,

π2 = π1a0 + π2a0,

π0 + π1 + π2 = 1.

Odtud snadno nalezneme řešenı́

π0 =
1− a0 − a0a1

1− a0a1
=

1− e−λ − λe−2λ

1− λe−2λ
,

π1 =
a0(1− a0)
1− a0a1

=
e−λ(1− e−λ)
1− λe−2λ

,

π2 =
a20

1− a0a1
=

e−2λ

1− λe−2λ
.
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Odtud lze odvodit, že když základnı́ výše pojištěnı́ za pojistné obdobı́ je V , zaplatı́ pojištěnec při bonusu
30 % pro kategorii 1 a při bonusu 50 % pro kategorii 2 v dlouhodobém horizontu za pojišt’ovacı́ obdobı́ částku
π0V + 0,7π1V + 0,5π2V . Uvedená částka záležı́ na parametru λ, který je roven střednı́mu počtu pojistných
událostı́ pojištěnce. Při dlouhodobém sledovánı́ se dá odhadnout dlouhodobým průměrem počtu pojistných
událostı́ pojištěnce za sledovaná pojistná obdobı́.

Přı́klady k procvičenı́

1. Počası́ v jisté pobřežnı́ oblasti je jednoduše klasifikováno jako „slunečno“ nebo „deštivo“. Po sluneč-
ném dni následuje opět slunečný den s pravděpodobnostı́ 0,9 a po deštivém dni přicházı́ deštivý den
s pravděpodobnostı́ 0,3.

a) Popište popsanou situaci pomocı́ markovského řetězce.

b) Jestliže v pátek bylo slunečno, jaká je pravděpodobnost, že neděle bude opět slunečná?

c) Jestliže v pátek bylo slunečno, jaká je pravděpodobnost, že sobota i neděle bude opět slunečná?

2. Předpokládejme, že daná osoba O1 obdržı́ zprávu od osoby O0, že daný rizikový jev A pravděpodobně
nastane. Zprávu předá osoběO2, která ji dále předá osoběO3 atd. Předpokládejme, že každá z uvažovaných
osob tuto zprávu předává v nezměněné podobě s pravděpodobnostı́ 1 − θ a s pravděpodobnostı́ θ předá
negaci původnı́ zprávy, 0 < θ < 1. (Lze si představit, že θ je „malé“ čı́slo, blı́zké nule.) Otázkou je zjistit
pravděpodobnost, že t-tá osoba Ot obdržı́ původnı́ zprávu, že jev A pravděpodobně nastane. modelujte
situaci pomocı́ markovského řetězce. Určete stacionárnı́ rozdělenı́ pravděpodobnostı́.
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