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Markovské metody pro modelovani pravdépodobnosti
rizikovych stavi

1 Markovsky fetézec

Budeme uvazovat ndhodny proces s diskrétnim ¢asem (ndhodnou posloupnost) X (¢), t € T'= {0,1,2,...}
s kone¢nou mnozinou stava F = {1,2,..., N}. V piipadé, Ze X (¢) = i, budeme fikat, Ze proces je v Case ¢
ve stavu i, t € T, i € E. Stavy procesu X () mohou popisovat rizné rizikové situace a zajimd nds, s jakou
pravdépodobnosti se v Case t sledovany proces v jednotlivych rizikovych situacich vyskytne.

Predpokladejme, Ze sledujeme v souvislosti s pojiStovacimi operacemi zdravotni stav pojisténct. Pro
jednoduchost predpoklddejme, Ze uvaZujeme tfi moZzné kategorie zdravotniho stavu pojiSténce: 1. aktivni;
2. onemocnély; 3. hospitalizovany. Sledovani zdravotniho stavu sledujeme v diskrétnich ¢asovych okamzicich,
napf. ve dnech. Pak tento zdravotni stav 1ze popsat ndhodnou posloupnosti X (t), ¢t € T Je-li v Case t = 2
sledovany pojisténec zdravotné aktivni, 1ze pomoci X (t) tuto situaci zapsat ve tvaru X (2) = 1 a fikdme,
Ze v Case t = 2 je proces ve stavu 1 (tj. pojiSténec je aktivni). Cilem je popsat dynamiku procesu X (),
tedy popsat pravdépodobnosti stavi p;(t) = P(X(t) = i) proi € E at € T.V obecné situaci mize byt
dynamika procesu X (t) velmi komplikovand, mezi veli¢inami X (0), X (1), X(2),... mohou byt slozité
statistické vazby, tyto veli¢iny mohou byt rizné korelované a najit odhad zdkladnich charakteristik tohoto
procesu a stanovit predikci budouctho vyvoje procesu, najit pravdépodobnosti p;(t) pro velkd ¢ (zejména
v situacich, kdy je k dispozici pouze jediny zdznam realizace procesu) mtize byt problém znac¢né obtizny. Je
ovSem mozné klast na pravdépodobnostn{ strukturu procesu X () jisté zjednodusujici pfedpoklady, které dobie
postihnou charakter nékterych procesd na strané jedné a na strané druhé po matematické strance celou situaci
zjednodusi. Typickym ptikladem takového pfedpokladu je markovska vlastnost sledovaného procesu, ktera
znamend, Ze pravdépodobnost budouciho vyvoje procesu v Case ¢ + 1, zndme-li stav procesu v piitomném
Case t, uz nezavisi na minulém vyvoji procesu v ¢asech ¢t — 1, ¢t — 2,...,2,1,0. Markovskou vlastnost lze
formdlné vyjadfit pomoci podminénych pravdépodobnosti tak, Ze pro vSechna ¢t = 0,1, 2, ... a vSechny stavy
1, 9,0¢—1,. .., € E plati

P(Xi1 =71Xe =14, X4—1 =t4—1,...,Xo = 1p) = P(Xep1 = j| Xy = 1), (D

pokud podminénd pravdépodobnost vlevo existuje (tj. kdyz P(X; = i, X4—1 = i4—1,..., Xo = i9) > 0).
Splituje-li proces X (t) vlastnost (1) fikdme, Ze X (¢) je markovsky proces s diskrétnim ¢asem nebo stru¢néji,
7e X (t) je markovsky Fetézec. Pro pravdépodobnosti (1) pak zavadime oznaceni

pij(t,t +1) = P(X¢y1 = jI Xy = 1)

a pravdépodobnosti p;;(t,t + 1), pokud jsou definovany, nazyviame pravdépodobnosti prechodu ze stavu ;
v Case t do stavu j v ¢ + 1. Nékdy se tyto pravdépodobnosti nazyvaji pravdépodobnosti pirechodu 1. fadu,
protoZe jde o pravdépodobnost pfechodu za jednu jednotku ¢asu. Déle zavddime podminéné pravdépodobnosti

ng(t,t+5) = P(XIH-S :j‘Xt = Z)’

které definujeme pro t,t + s € T ai,j € E a pokud existuji, nazyvame je pravdépodobnosti pirechodu ze
stavu ¢ v Case ¢ do stavu j v Case t + s. Jinak se téZ nazyvaji pravdépodobnosti piechodu s-tého radu.
V nékterych situacich se mizZe stat, Ze pravdépodobnost pfechodu p;; (¢, t + s) nezdvisi na ¢asovych okamzZicich
tat+ s, ale pouze na jejich vzdélenosti, tedy na jejich rozdilu s. Pak fikdme, Ze markovsky fetézec X (t) je
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s vz

homogenni. V dals{ ¢asti tohoto odstavce budeme uvazovat jenom homogenni markovské fetézce a zavedeme
ndsledujici terminologii a oznacent:

pi(0) = P(X(0) = 1) nazveme pocatecni pravdépodobnost stavu ¢,

p(0) = (p1(0),p2(0),...,pn(0)) nazveme pocateni rozdéleni stavii markovského fetézce,

pi(t) = P(X(t) =1) nazveme absolutni pravdépodobnost stavu i v Case t,

p(t) = (p1(t), p2(t),...,pn(t))  nazveme absolutni rozdéleni stavi markovského fetézce v Case ¢.

Dile pro homogenni fetézec plati, Ze p;;(t, ¢ + 1) nezdvisi na ¢ a miiZeme proto misto p;;(¢,t + 1) psdt pouze
pij(1) = p;j. Pravdépodobnost p;; nazyvame pravdépodobnosti pfechodu homogenniho fetézce po jednom

kroku a matici
p11,P12,---,PIN

p21,P22,- .-, P2N
P = .

PN1,PN2,---3PNN

nazyvame matici pravdépodobnosti prechodu homogenniho markovského retézce struéné jenom matici
pravdépodobnosti pirechodu. Pro kazdy fadek matice pravdépodobnosti pfechodu P plati, Ze Zjvz 1pij = 1,
a protoze p;; > 0, 4,j € F, plati, Ze matice P je stochasticka matice.

Pomoci matice pravdépodobnosti pfechodu P a vektoru pocate¢nich stavi p(0) lze jednoduSe popsat

dynamiku procesu X (¢) (tj. jeho koneénérozmérnd rozdéleni pravdépodobnosti). Plati
P(X(0) = io, X(1) = i1, ..., X (k) = ir) = Pio (0)Pigi, Piriz * =~ Pir_yix

pro libovolné stavy g, 71, . .., € E.Uvedeného vztahu je mozné vyuZit k popisu pravdépodobnosti piechodu
s-tého fadu. Pro homogenni markovsky fetézec plati, Ze p;; (¢, t+s) nezdvisi na t, miiZeme proto zavést oznaceni

0 0 % 3
pg;):pij(t7t+5) pro s=1,2,... apz(?)z{ P #j
1 proi=yj.

Pravdépodobnosti pz(j) pak udavaji pravdépodobnosti prechodu homogenniho fetézce ze stavu i do stavu j

po s krocich. MiZeme je zapsat do matice
S S
PiYs- o PiN
PG — :

S S
PR PN
kterou nazyvadme matici pravdépodobnosti prechodu homogenniho markovského fetézce po s krocich nebo té€z
s-tého fddu. Pomoci vzorce pro celkovou pravdépodobnost a markovské vlastnosti snadno nahlédneme, Ze plati

Py = P(X(t+2) = j|X(t) = i) =

P(X(t+2)=j|X(t+1) = k, X (t) = i) - PX(t+1)=k| X (t) = i) =

M= TM=

N
P(X(t+2) =jIX(t+1) = )P(X(E+1) = kIX(t) =) = D> prjpix
k=1

i
I
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pro i, j € E. KdyZ ziskany vysledek zapiSeme v maticovém tvaru, dostaneme
P® = p2.

Analogicky lze odvodit, Ze plati
P = ps.

Slovné vyjidfeno, matice pravdépodobnosti pfechodu homogenniho markovského fetézce po s krocich je rovna
s-t€ mocnin¢ matice pravdépodobnosti prechodu tohoto fetézce. Ze vzorce pro celkovou pravdépodobnost
dostaneme vyjadieni absolutni pravdépodobnosti stavu ¢ v Case t ve tvaru

N
pilt) = P(X(H) = 1) = 3 P(X(0) = K)P(X (1) = i| X (0) = k) =
k=1

N
=> (0, i€ E.
k=1

Potom uzitim maticového zapisu dostaneme

p(t) = p(0)P" = p(0)P". )

Vidime, Ze absolutni pravdépodobnosti stavii homogenniho markovského fetézce v Case t 1ze jednoduse vyjadrit
pomoci pocatenich pravdépodobnosti stavii a matice pravdépodobnosti pfechodu. Z uvedeného vztahu lze
snadno ziskat pravdépodobnosti rizikovych stavi sledovaného procesu, kdyZ zndme pocateéni rozdéleni stavi
a matici pravdépodobnosti pifechodu.

Z hlediska dlouhodobého sledovéni fetézce X (t) je uzite¢né umét stanovit absolutni pravdépodobnosti
stavu p;(t) pro velka t. Tedy pro ¢t — oo je potfeba stanovit limy_,o. p;(t), @ € E. Vzhledem k (2) zévisi tato
limita na vlastnostech matice pravdépodobnosti piechodu P. Lze ukazat, Ze v pripadé, kdy existuje pfirozené
¢islo r tak, Ze r-td mocnina matice P, tedy matice P" ma v nékterém sloupci jenom kladné prvky, tak existuji
limity

(t)

Jim pff =

Jlim pg(t) = 7

pro i, k € E, pficemz limitni pravdépodobnosti 71, 73, . . . , my jsou jedinym feSenim rovnic
N N
Fk:E Tipjk, KELE a E m; = 1. 3)
j=1 j=1
Kdyz polozime w = (71,...,7N)
™ T1,72y..., TN
™ T, 7Ty, T
II = — ) ’ s TN ,
T T1,72y..., TN

Ize uvedené limitni vztahy zapsat maticové ve tvaru

lim PY = lim P! =1I
t—o00

t—o0

. _ . t _
a lim p(t) = lim p(0)P" =,
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pfiemZ 7 je jedinym feSenim soustavy rovnic
mn=nP, wl=1, 4)

kde 1 je sloupcovy vektor délky N tvofeny samymi jednickami.
Vektor 7w = (71, ..., Ty ) pak definuje tzv. stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti fetézce X (¢).
Jestlize pocdte¢ni rozdéleni pravdépodobnosti je staciondrni, tj. kdyZ p(0) = 7, pak vSechna absolutn{
rozdéleni pravdépodobnosti p(t) jsou staciondrni, tj. p(t) = 7 a fikdme, Ze fetézec je ve statistické rovnovaze.

Priklad
Vyjdeme z ptedpokladii, Ze pfi pojisténi motorovych vozidel pouZziva pojistovna tif kategorizaci pojistného:
0 — zékladn{ pojistné, 1 — bonus 30 % a 2 — bonus 50 %. Ozna¢me X (¢) ndhodny proces, ktery znaci kategorii
pojistného v ¢-tém pojistném obdobi. Mnozina stavd tohoto procesu je E = {0, 1, 2}. Pojisténec je zatazen
do prislusné kategorie podle toho, jaky pocet pojistnych udélosti nahlasil v predchozim obdobi. V prvnim
pojistném obdobf je pojisténec zafazen do kategorie O a plati zdkladni pojiSténi. Jestlize v prvnim pojistném
obdobi mél pojisténec bezeskodni pribéh, je v ndsledném obdobi zafazen o kategorii vySe (ziska bonus). Pokud
ale uplatni jeden pojistny nérok, je v pfiStim obdobi zatazen o kategorii niZe, pfi uplatnéni vice neZ jednoho
pojistného naroku je zafazen o dvé kategorie nize. Pfedpokladejme, Ze pocet pojistnych udalosti v pojistném
obdobi ¢ je ndhodnd veli¢ina Y;, ¢ = 1,2.... Potom proces X (¢) je definovan nasledovné: X (0) = 1 a pro
t > 1 plati
min{X(¢) +1;2} proY¥; =0,
X(t+1) =< max{X(t) —1;0} proY; =1,

0 proY; > 1.

Budeme predpokladat, Ze ndhodné veliCiny Y; prot = 1,2... jsou nezavislé a maji stejné Poissonovo
rozd€leni s parametrem A. Pak X () je homogenni markovsky fetézec s mnozinou stavi £ = {0,1,2},
pocéte¢nim rozd€lenim pravdépodobnosti p(0) = (1,0, 0) a matici pravdépodobnosti pfechodu

1—e? e 0
P = 1—e? 0 e

L—e*=Xe ™ de™ e

ProtoZe matice P md v prvnim sloupci jenom kladné prvky, existuje staciondrni rozdéleni 7w = lim;_,~ p(t)
a ziskdme jej feSenim rovnice (3). KdyZ poloZime ay = e~ a a; = A\e™*, dostaneme po dosazeni do (3)
soustavu rovnic

mo = mo(1 — ap) + 71 (1 — ag) + m2(1 — ap — a1),

T = moao + m2a1,

Ty = m1ap + T20a0,

mo + m + M = 1.

Odtud snadno nalezneme feSeni

1—ag— apaq l—e r= e 2

T = =
1 —apaq 1—Xe 2r 7
ao(l —ag) e M1 —e)
7'['1 = =
1 — apaq 1—Xe 22 7’
2 —2\
a e
Ty = 0

1 — agay T 1 e 2
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Odtud 1ze odvodit, Ze kdyZ zédkladni vySe pojisténi za pojistné obdobi je V, zaplati pojiSténec pii bonusu
30 % pro kategorii 1 a pii bonusu 50 % pro kategorii 2 v dlouhodobém horizontu za pojiStovaci obdobi ¢astku
moV + 0,7mV 4 0,5ma V. Uvedend Castka zaleZi na parametru A, ktery je roven stfednimu poctu pojistnych
udalosti pojisténce. Pii dlouhodobém sledovani se dd odhadnout dlouhodobym primérem poctu pojistnych
udélosti pojiSténce za sledovand pojistnd obdobi.

Priklady k procviceni

1. Pocasi v jisté pobfezni oblasti je jednodusSe klasifikovano jako ,,slune¢no* nebo ,,destivo”. Po slunec-
ném dni nasleduje opét slune¢ny den s pravdépodobnosti 0,9 a po destivém dni pfichazi destivy den
s pravdépodobnosti 0,3.

a) Popiste popsanou situaci pomoci markovského fetézce.
b) JestliZe v patek bylo slune¢no, jakd je pravdépodobnost, Ze nedéle bude opét slune¢na?

c) JestliZze v pétek bylo slune¢no, jaka je pravdépodobnost, Ze sobota i nedéle bude opét slunecna?

2. Predpokladejme, Ze dand osoba O obdrZi zpravu od osoby Oy, Ze dany rizikovy jev A pravdépodobné
nastane. Zpravu preda osob€ O, ktera ji ddle pfeda osobé Os atd. Pfedpokladejme, Ze kazdd z uvazovanych
osob tuto zpravu predava v nezménéné podobé s pravdépodobnosti 1 — # a s pravdépodobnosti 6 preda
negaci ptivodni zpravy, 0 < 6 < 1. (Lze si predstavit, Ze 8 je ,,malé* ¢islo, blizké nule.) Otdzkou je zjistit
pravdépodobnost, Ze t-td osoba O, obdrzi ptivodni zpravu, Ze jev A pravdépodobné nastane. modelujte
situaci pomoci markovského fetézce. UrcCete stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti.



