
Poissonův proces a lineárnı́ proces zrodu a zániku

1 Poissonův proces

Budeme se zabývat matematickým modelem časového sledu vzniků rizikových jevů daného typu v dané oblasti.
Vyjdeme z následujı́cı́ch předpokladů.

P1 Počty rizikových jevů, které vzniknou v disjunktnı́ch časových intervalech, jsou nezávislé náhodné
veličiny.

P2 Čas počı́táme od nuly a předpokládáme, že v čase t = 0 nenı́ žádná riziková událost pozorována.
Dále předpokládáme, že pro libovolný časový okamžik t ≥ 0 je pravděpodobnost vzniku rizikového
jevu v intervalech (t, t + ∆t〉 rovna λ∆t + o(∆t) pro časový přı́růstek ∆t → 0. Jinak řečeno, je tato
pravděpodobnost až na nekonečně malé veličiny vyššı́ho řádu, úměrná délce tohoto intervalu, λ > 0 je
konstanta úměrnosti vyjadřujı́cı́ intenzitu vzniku rizikových jevů.

P3 Pro t ≥ 0 je pravděpodobnost vzniku dvou nebo vı́ce rizikových jevů v intervalu (t, t+ ∆t〉 „nekonečně
malá“ a je tedy řádu o(∆t) pro ∆t→ 0. Tento předpoklad vylučuje současný vznik několika rizikových
jevů.

Počet rizikových jevů v čase t ≥ 0 označı́me X(t). Zřejmě X(t) je náhodný proces, T = 〈0,∞) a jeho
množina stavů je tvořena možnými počty rizikových událostı́ v daných časech, tedy E = {0, 1, 2, . . .}. Cı́lem
je zjistit rozdělenı́ pravděpodobnostı́ procesu X(t), tedy stanovit pravděpodobnosti

pk(t) = P (X(t) = k) pro k = 0, 1, 2, . . . a t ≥ 0.

Snadno zjistı́me, že pro k = 0 platı́

p0(t+ ∆t) = P (X(t+ ∆t) = k) = P (X(t) = 0 ∧X(t+ ∆t)−X(t) = 0).

Z P1 vyplývá, že P (X(t) = 0 ∧ X(t + ∆t) − X(t) = 0) = P (X(t) = 0)P (X(t + ∆t) − X(t) = 0),
protože časové intervaly 〈0, t〉 a (t, t + ∆t〉 jsou disjunktnı́. Když nynı́ dosadı́me do výrazu pro p0(t + ∆t)
a použijeme předpoklad P2, dostaneme

p0(t+ ∆t) = P (X(t) = 0)P (X(t+ ∆t)−X(t) = 0) = p0(t)(1− λ∆t− o(∆t)).

Odtud po jednoduché úpravě máme

p0(t+ ∆t)− p0(t)

∆t
= −λp0(t)− p0(t)

o(∆t)

∆t

a po limitnı́m přechodu ∆t→ 0, protože o(∆t)
∆t → 0, dostaneme diferenciálnı́ rovnici pro p0(t)

dp0(t)

dt
= −λp0(t).

Podobně odvodı́me, že pro k = 1, 2, . . . platı́

dpk(t)

dt
= λpk−1(t)− λpk(t).
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Dále můžeme uvedenou soustavu diferenciálnı́ch rovnic postupně řešit a s přihlédnutı́m k počátečnı́m podmı́n-
kám

p0(0) = P (X(0) = 0) = 1,
pk(0) = P (X(0) = k) = 0 pro k = 1, 2, . . .

dostaneme řešenı́ ve tvaru

pk(t) = P (X(t) = k) =
(λt)k

k!
e−λt, k = 0, 1, 2, . . . , t ≥ 0.

Protože rozdělenı́ počtu rizikových jevůX(t), které jsou zaznamenány v čase t, je rozdělenı́ Poissonovo, nazývá
se náhodný procesX(t) odvozený za předpokladů P1, P2 a P3 Poissonův proces. Parametrλ se nazývá intenzita
tohoto procesu. Významnou vlastnostı́ Poissonova procesu je, že délky intervalů mezi vznikem sousednı́ch
rizikových událostı́ jsou mezi sebou nezávislé náhodné veličiny a všechny majı́ stejné exponenciálnı́ rozdělenı́
pravděpodobnostı́ s parametrem λ.

Poissonův proces lze definovat jako proces s nezávislými přı́růstky a se stejným exponenciálnı́m rozdělenı́m
dob mezi vznikem rizikových jevů.

Z vlastnostı́ Poissonova procesu lze odvodit, že pro přı́růstek počtu rizikových jevů na intervalech (t1, t2〉
platı́

P (X(t2)−X(t1) = k) = pk(t2 − t1) =
(λ(t2 − t1))k

k!
e−λ(t2−t1), k = 0, 1, . . .

Tedy přı́růstek X(t2) − X(t1) má opět Poissonovo rozdělenı́ s parametrem λ(t2 − t1). Odtud plyne
interpretace intenzity λ. Protože střednı́ hodnota Poissonova rozdělenı́ Po(λ) je rovna λ, platı́, že pro střednı́
počet rizikových jevů na intervalu (t1, t2〉 pro libovolné 0 ≤ t1 < t2 <∞ platı́

E(X(t2)−X(t1)) = λ(t2 − t1).

Je tedy λ rovno střednı́mu počtu vzniklých rizikových jevů na intervalu jednotkové délky (t, t+1〉 pro libovolný
čas t ≥ 0.

1.1 Odhad intenzity Poissonova procesu

Vyjdeme z procesu, který popisuje vznik dopravnı́ch nehod v daném městě. Předpokládejme, že tento proces
byl sledován pro časový interval (0, t〉 a během tohoto intervalu nastalo právě N(t) nehod. Předpokládejme
dále, že N(t) je Poissonův proces s intenzitou λ. Je-li na konci časového intervalu (0, t〉 pozorováno právě n
nehod, tj. N(t) = n, pak lze odhad λ̃ intenzity λ najı́t tzv. metodu maximálnı́ věrohodnosti ve tvaru

λ̃ =
n

t
.

Uvedený odhad λ̃ udává počet dopravnı́ch nehod za jednotku času. Lze odvodit, že uvedený odhad je nestranný,
tzn., že Eλ̃ = λ a pro jeho rozptyl dostaneme vyjádřenı́ Dλ̃ = λ

t . Protože N(t) je Poissonův proces, platı́
N(t) ∼ P0(λt) a odtud lze odvodit 100(1− α)%nı́ interval spolehlivosti pro λ ve tvaru(

1

2t
χ2

α
2
(2n);

1

2t
χ2

1−α
2
(2n+ 2)

)
, (1)

kde χ2
α(ν) značı́ α-kvantil Pearsonova χ2 rozdělenı́ o ν stupnı́ch volnosti.
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1.2 Srovnánı́ intenzit dvou nezávislých Poissonových procesů

Předpokládejme, že počet dopravnı́ch nehod na dané křižovatce tvořı́ Poissonův proces N1(t) s intenzitou λ1.
Po určité době byly na této křižovatce provedeny stavebnı́ úpravy a po těchto úpravách tvořı́ počet nehod opět
Poissonův proces N2(t) s intenzitou λ2. Úlohou je zjistit, zda se změnila intenzita výskytu poruch. Budeme
předpokládat, že oba Poissonovy procesy jsou nezávislé . Cı́lem je testovat hypotézu H0 : λ1 = λ2 proti
alternativnı́ hypotéze H1 : λ1 6= λ2.

Dále předpokládejme, že máme k dispozici pozorovánı́ procesu N1(t) po dobu t1 a počet nehod v čase t1
na křižovatce před úpravou byl N1(t1) = n1, a podobně pozorovánı́ procesu N2(t) na křižovatce po úpravě
proběhlo po dobu t2 a po tu dobu bylo zjištěno n2 nehod, tedy N2(t2) = n2. Pak vhodnou testovacı́ statistikou
pro testovánı́ H0 proti H1 (tedy pro srovnánı́ obou intenzit) je statistika

U =
|n1t2 − n2t1|√
(n1 + n2)t1t2

. (2)

Statistika U má přibližně normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1), a proto pro velké hodnoty n1 + n2 lze H0 zamı́tnout na
hladině významnosti α, když U > u1−α/2, kde uα značı́ α-kvantil normálnı́ho rozdělenı́ N(0, 1).

2 Lineárnı́ proces růstu

Budeme uvažovat populaci jedinců, kteřı́ nezanikajı́ a rozmnožujı́ se např. dělenı́m nebo štěpenı́m. Takový
model je typický pro jednobuněčné organismy jako jsou třeba bakterie. Při velkém nárůstu této populace je
velké riziko epidemiologické pandemie.

Budeme předpokládat, že velikost populace v čase t = 0 je a jedinců. Každý jedinec může dát v intervalu
(t, t+∆t) vznik dalšı́mu jedinci s pravděpodobnostı́ λ∆t+o(∆t) pro ∆t→ 0 a pravděpodobnost, že dá v tomto
intervalu vznik vı́ce než jednomu jedinci, je o(∆t). Jedinci se vzájemně neovlivňujı́. Označme X(t) rozsah
populace v čase t. Z počátečnı́ podmı́nky plyne, že X(0) = a. X(t) je náhodný proces a nazývá se lineárnı́
proces růstu nebo též Yuleův proces. Našı́m cı́lem bude stanovit pravděpodobnost pk(t) = P (X(t) = k),
že v čase t > 0 bude rozsah populace k. Z uvedených předpokladů užitı́m binomického rozdělenı́ zjistı́me, že
pravděpodobnost, že populace, která má v čase t počet jedinců k, se v časovém intervalu (t, t + ∆t〉 rozroste
o jednoho jedince, je kλ∆t+ o(∆t) a pravděpodobnost, že se rozroste o vı́ce než jednoho jedince, je o(∆t).

Pak pro t > 0 a ∆t > 0 dostaneme, že

pa(t+ ∆t) = P (X(t+ ∆t) = a) = P (X(t) = a ∧X(t+ ∆t)−X(t) = 0) =

= P (X(t) = a)P (X(t+ ∆t)−X(t) = 0) = pa(t)(1− λa∆t− o(∆t)).

Odtud
1

∆t
(pa(t+ ∆t)− pa(t)) = −aλpa(t)−

o(∆t)

∆t
pa(t)

a pro ∆t→ 0 dostaneme diferenciálnı́ rovnici pro pa(t)

dpa(t)

dt
= −aλpa(t). (3)
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Analogicky zjistı́me, že pro k > a platı́

pk(t+ ∆t) = P (X(t+ ∆t) = k) = P (X(t) = k ∧X(t+ ∆t)−X(t) = 0)+

+ P (X(t) = k − 1 ∧X(t+ ∆t)−X(t) = 1) + o(∆t) =

= pk(t)(1− λk∆t− o(∆t))+
+ pk−1(t)(λ(k − 1)∆t+ o(∆t)) + o(∆t)).

Odtud

1

∆t
(pk(t+ ∆t)− pk(t)) = −λkpk(t) + λ(k − 1)pk−1(t) +

o(∆t)

∆t
(1− pk(t) + pk−1(t))

a limitnı́m přechodem pro ∆t→ 0 dostaneme

dpk(t)

dt
= λ(k − 1)pk−1(t)− λkpk(t) pro k = a+ 1, a+ 2, . . . . (4)

Soustavu diferenciálnı́ch rovnic (3) a (4) lze řešit pomocı́ tzv. vytvořujı́cı́ch funkcı́ a při počátečnı́ podmı́nce
pa(0) = 1 dostaneme řešenı́

pk(t) =

(
k − 1
a− 1

)
e−aλt

(
1− e−λt

)k−a
pro k ≥ a.

Označme N(t) = X(t)− a nárůst populace v čase t. Pak

P (N(t) = n) = P (X(t)− a = n) = P (X(t) = n+ a) = pn+a(t) =

=

(
n+ a− 1
a− 1

)
e−aλt

(
1− e−λt

)n
, n = 0, 1, 2, . . . .

Tudı́ž nárůst populaceN(t) má v čase t negativně binomické rozdělenı́NB(γ, θ) s parametry γ = a a θ = e−λt.
Dále z vlastnostı́ negativně binomického rozdělenı́ lze snadno odvodit, že střednı́ rozsah populace v čase t

je m(t) = EX(t) = aeλt, tedy střednı́ hodnota rozsahu populace roste exponenciálně rychle.
Pro rozptyl rozsahu populace v čase t dostaneme

σ2(t) = DX(t) = E(X(t)−m(t))2 = aeλt
(
eλt − 1

)
.

3 Lineárnı́ proces zrodu a zániku

Vyjdeme ze stejných předpokladů jako u lineárnı́ho procesu růstu a budeme navı́c předpokládat, že jedinci dané
populace mohou také zanikat. Budeme tedy předpokládat, že pro každý časový okamžik t platı́:

– libovolný jedinec uvažované populace může dát vznik dalšı́mu jedinci v intervalu (t, t + ∆t〉 s pravdě-
podobnostı́ λ∆t+ o(∆t), λ > 0 je konstanta,

– libovolný jedinec této populace může v intervalu (t, t+ ∆t) zaniknout s pravděpodobnostı́ µ∆t+o(∆t〉,
µ > 0 je konstanta,

– jedinci se vzájemně neovlivňujı́,

– v čase t = 0 obsahuje populace a jedinců.
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Proces X(t), který popisuje rozsah populace v čase t, se nazývá lineárnı́ proces zrodu a zániku.
Lze snadno nahlédnout, že

– pravděpodobnost vzniku 1 jedince v intervalu (t, t+ ∆t〉 je λX(t)∆t+ o(∆t),

– pravděpodobnost zániku 1 jedince v intervalu (t, t+ ∆t〉 je µX(t)∆t+ o(∆t),

– pravděpodobnost, že dojde ke změně rozsahu populace o vı́ce než 1 jedince je o(∆t),

– že nedojde ke změně rozsahu populace je 1− (λ+ µ)X(t)∆t+ o(∆t).

Z těchto předpokladů pak lze odvodit následujı́cı́ soustavu diferenciálnı́ch rovnic pro pravděpodobnosti
pk(t) = P (X(t) = k):

dp0(t)

dt
= µp1(t),

dpk(t)

dt
= λ(k − 1)pk−1(t)− (λ+ µ)kpk(t) + µ(k + 1)pk+1(t), k ≥ 1.

Řešenı́ uvedené soustavy za počátečnı́ podmı́nky pa(0) = 1 je v přı́padě, že λ 6= µ, tvaru

pk(t) =

min(a,k)∑
j=0

(
a
j

)(
a+ k − j − 1

a− 1

)
αa−iβk−j(1− α− β)j pro k > 0,

p0(t) = αa,

přičemž

α = α(t) =
µ
(
e(λ−µ)t − 1

)
λe(λ−µ)t − µ

a β = β(t) =
λ
(
e(λ−µ)t − 1

)
λe(λ−µ)t − µ

.

Pro střednı́ hodnotu tohoto procesu pak dostaneme

m(t) = EX(t) = ae(λ−µ)t

a pro rozptyl

σ2(t) = DX(t) =
a(λ+ µ)

(λ− µ)
e(λ−µ)t

(
e(λ−µ)t − 1

)
.

V přı́padě, že λ = µ dostaneme pro střednı́ hodnotu

m(t) = EX(t) = a

a pro rozptyl

σ2(t) = DX(t) = 2aλt.

Je-li rozsah populace v čase 0 roven a = 1, pak lze pro λ = µ vyjádřit pravděpodobnosti pk(t) ve tvaru

p0(t) =
λt

1 + λt
,

pk(t) =
(λt)k−1

(1 + λt)k+1
pro k = 1, 2, . . . .
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Přı́klady k procvičenı́

1. Při práci balicı́ linky došlo během 2456 hodin provozu v 254 přı́padech k poruše spočı́vajı́cı́ ve roztrhánı́
balicı́ho papı́ru. Předpokládejme, že časové okamžiky vzniku poruch tvořı́ Poissonův proces intenzitou
λ. Nalezněte odhad parametru λ a stanovte 95% interval spolehlivosti pro λ.

2. Předpokládejme, že na dané křižovatce došlo během 24 měsı́ců k 25 dopravnı́m nehodám. Potom byla
křižovatka opravena a nahrazena kruhovým objezdem. Na tomto kruhovém objezdu následně došlo
během 12 měsı́ců k deseti nehodám. Předpokládejme, že procesy vzniku nehod lze modelovat nezávislými
Poissonovy procesy s intenzitami λ1 a λ2.Má se zjistit, zda přestavba křižovatky měla významný vliv na
snı́ženı́ nehodovosti.

3. Předpokládejme, že počet jedinců dané populace lze popsat pomocı́ lineárnı́ho procesu zrodu a zániku.
Každý jedinec může dát vznik novému jedinci s konstantnı́ intenzitou λ = 0,02 každý jedinec může
zahynout s konstantnı́ intenzitou µ = 0,005. Počátečnı́ počet jedinců populace je a = 30. Stanovte:

a) Pravděpodobnost, že v čase t bude mı́t populace právě k jedinců pro k ∈ {1, 2, 3} a graficky ji
v závislosti na čase znázorněte.

b) Střednı́ hodnotu počtu jedinců v populaci v čase t a graficky ji znázorněte v závislosti na čase.

c) Rozptyl počtu jedinců v čase t a graficky jej znázorněte v závislosti na čase.

K řešenı́ můžete využı́t software R nebo MATLAB.
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