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Poissonuv proces a linearni proces zrodu a zaniku

1 Poissonliv proces

Budeme se zabyvat matematickym modelem ¢asového sledu vzniki rizikovych jevii daného typu v dané oblasti.
Vyjdeme z nasledujicich predpoklada.

P1 Pocty rizikovych jevi, které vzniknou v disjunktnich ¢asovych intervalech, jsou nezavislé ndhodné
veli¢iny.

P2 Cas poéitame od nuly a predpoklddime, Ze v Case t = 0 neni Z4dnd rizikovd udalost pozorovina.
Dale predpokldddme, Ze pro libovolny ¢asovy okamzik ¢ > 0 je pravdépodobnost vzniku rizikového
jevu v intervalech (t,t 4+ At) rovna AAt + o(At) pro Casovy piirtstek At — 0. Jinak feceno, je tato
pravdépodobnost az na nekone¢né malé veliiny vyssiho fadu, imérna délce tohoto intervalu, A > 0 je
konstanta imérnosti vyjadiujici intenzitu vzniku rizikovych jevu.

P3 Pro ¢ > 0 je pravdépodobnost vzniku dvou nebo vice rizikovych jevi v intervalu (¢, ¢ + At) ,,nekone¢né
mald“ a je tedy fadu o(At) pro At — 0. Tento ptedpoklad vyluCuje soucasny vznik nékolika rizikovych
jevu.

Pocet rizikovych jevl v ¢ase t > 0 oznacime X (t). Zfejmé X () je ndhodny proces, T = (0, 00) a jeho
mnoZzina stavi je tvofena moznymi pocty rizikovych uddlosti v danych Casech, tedy £ = {0, 1,2,...}. Cilem
je zjistit rozdéleni pravdépodobnosti procesu X (t), tedy stanovit pravdépodobnosti

pr(t) = P(X(t) =k) pro k=0,1,2,... at>0.
Snadno zjistime, Ze pro k = 0 plati
po(t+ At) = P(X(t+ At) =k) = P(X(t) = 0A X(t+ At) — X(t) =0).

Z Pl vyplyvd, ze P(X(t) = 0N X(t+ At) — X(t) = 0) = P(X(t) = 0)P(X(t + At) — X(t) = 0),
protoze Casové intervaly (0,t) a (¢,¢t + At) jsou disjunktni. KdyZ nyni dosadime do vyrazu pro po(t + At)
a pouZijeme predpoklad P2, dostaneme

po(t+ At) = P(X(t) = 0)P(X(t + At) — X(t) = 0) = po(t)(1 — AAt — o(Al)).

Odtud po jednoduché tpravé mame

po(t + At) — po(t) o(At)
= —Apo(t) — po(t
Ay po(t) —po(t) =5
a po limitnim pfechodu At — 0, protoZe O(AAtt) — 0, dostaneme diferencidlni rovnici pro pg(t)
dpo(t)
= —Apo(?).
— po(t)

Podobné odvodime, Ze pro k = 1,2, ... plati

dpy(t)
dt

= Apr—-1(t) — Apr(?).
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Dale miizeme uvedenou soustavu diferencidlnich rovnic postupné fesit a s pfihlédnutim k po¢ateénim podmin-
kam

po(0) = P(X(0) = 0) =

pr(0) = P(X(0)=k)=0prok=1,2,...
dostaneme feSeni ve tvaru

(A
!

pe(t) =P(X(t) =k) = e ™M k=0,1,2,..., t>0.
ProtoZe rozdéleni po¢tu rizikovych jevi X (), které jsou zaznamendny v Case ¢, je rozd€leni Poissonovo, nazyva
se ndhodny proces X (¢) odvozeny za pfedpokladi P1, P2 a P3 Poissoniiv proces. Parametr \ se nazyva intenzita
tohoto procesu. Vyznamnou vlastnosti Poissonova procesu je, Ze délky intervali mezi vznikem sousednich
rizikovych uddlosti jsou mezi sebou nezdvislé ndhodné veli¢iny a vS§echny maji stejné exponencidlni rozdéleni
pravdépodobnosti s parametrem A.

Poissoniv proces Ize definovat jako proces s nezdvislymi pfirdstky a se stejnym exponencidlnim rozdélenim
dob mezi vznikem rizikovych jevi.

Z vlastnosti Poissonova procesu lze odvodit, Ze pro piirtistek poctu rizikovych jevl na intervalech (1, t2)
plati
(A2 — t1))"

k!

Tedy piirastek X (t2) — X (¢1) méd opét Poissonovo rozdéleni s parametrem A(te — ¢1). Odtud plyne
interpretace intenzity A. ProtoZe stfedni hodnota Poissonova rozdéleni Po(\) je rovna ), plati, Ze pro stiedni
pocet rizikovych jevi na intervalu (t1,t2) pro libovolné 0 < t; < ty < oo plati

P(X(t2> - X(tl) = k) = pk(tQ - tl) = e_)\(t2_t1)7 k= 07 17 tee

E(X(t2) — X (t1)) = A(t2 — t1).

Je tedy A rovno stfednimu poctu vzniklych rizikovych jevi na intervalu jednotkové délky (¢, ¢+ 1) pro libovolny
Cast > 0.

1.1 Odhad intenzity Poissonova procesu

Vyjdeme z procesu, ktery popisuje vznik dopravnich nehod v daném mésté. Pfedpoklddejme, Ze tento proces
byl sledovén pro Casovy interval (0,¢) a béhem tohoto intervalu nastalo pravé N (¢) nehod. Pfedpoklddejme
ddle, Ze N (t) je Poissontiv proces s intenzitou . Je-li na konci ¢asového intervalu (0,%) pozorovédno pravé n
nehod, tj. N(t) = n, pak lze odhad \ intenzity \ najit tzv. metodu maximalni vérohodnosti ve tvaru

A=

~ n
t

Uvedeny odhad A udéva pocet dopravnich nehod za jednotku Casu. Lze odvodit, Ze uvedeny odhad je nestranny,
tzn., ¢ EA = A a pro jeho rozptyl dostaneme vyjadieni D) = )‘ . ProtoZe N(t) je Poissoniv proces, plati
N(t) ~ Py(At) a odtud Ize odvodit 100(1 — o) %ni interval spolehhvostl pro \ ve tvaru

2

1 1
(33 emi 5d 5@n+2). m

kde x2(v) znadf a-kvantil Pearsonova x? rozdéleni o v stupnich volnosti.
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1.2 Srovnani intenzit dvou nezavislych Poissonovych procest

Predpoklddejme, Ze pocet dopravnich nehod na dané kiizovatce tvoii Poissoniiv proces Ni(t) s intenzitou A;.
Po urcité dobé byly na této kfizovatce provedeny stavebni Upravy a po té€chto tpravach tvori pocet nehod opét
Poissontv proces N(t) s intenzitou Ag. Ulohou je zjistit, zda se zmé&nila intenzita vyskytu poruch. Budeme
predpokladat, Ze oba Poissonovy procesy jsou nezdvislé . Cilem je testovat hypotézu Hy: \; = Ay proti
alternativni hypotéze Hy: A\ # Ao.

Diéle ptedpoklddejme, Ze mdme k dispozici pozorovani procesu N1 (t) po dobu ¢1 a pocet nehod v ¢ase 1
na kiizovatce pied dpravou byl Ny (¢1) = nj, a podobné pozorovani procesu No(t) na kiiZovatce po tdpraveé
probéhlo po dobu ¢ a po tu dobu bylo zjisténo 1y nehod, tedy Na(t2) = no. Pak vhodnou testovaci statistikou
pro testovani Hy proti H; (tedy pro srovnani obou intenzit) je statistika

U— |nite — notq| @)
\/ (n1 + nz)tltg

Statistika U ma pfiblizn€ normdlni rozdéleni N (0, 1), a proto pro velké hodnoty ny + no lze Hy zamitnout na
hladin€ vyznamnosti c, kdyZ U > uy_ /2, kde uq znaci a-kvantil normélniho rozdéleni N (0,1).

2 Linearni proces rustu

Budeme uvazovat populaci jedincti, ktefi nezanikaji a rozmnoZuji se napf. délenim nebo $tépenim. Takovy
model je typicky pro jednobunéc¢né organismy jako jsou tfeba bakterie. Pfi velkém nartstu této populace je
velké riziko epidemiologické pandemie.

Budeme predpokladat, Ze velikost populace v ¢ase t = 0 je a jedincti. Kazdy jedinec mize dat v intervalu
(t, t+ At) vznik dal$imu jedinci s pravdépodobnosti AAt+o(At) pro At — 0 a pravdépodobnost, Ze dd v tomto
intervalu vznik vice nez jednomu jedinci, je o(At). Jedinci se vzajemné neovliviiuji. Oznaéme X () rozsah
populace v Case t. Z pocate¢ni podminky plyne, Ze X (0) = a. X () je ndhodny proces a nazyva se linearni
proces rustu nebo téZ Yuleav proces. Nasim cilem bude stanovit pravdépodobnost pi(t) = P(X(t) = k),
Ze v Case t > 0 bude rozsah populace k. Z uvedenych pfedpokladd uZitim binomického rozdé€leni zjistime, Ze
pravdépodobnost, Ze populace, kterd md v Case ¢ pocet jedinct k, se v ¢asovém intervalu (¢, ¢ + At) rozroste
o jednoho jedince, je kAAt + o(At) a pravdépodobnost, Ze se rozroste o vice nez jednoho jedince, je o( At).

Pak pro ¢t > 0 a At > 0 dostaneme, Ze

Palt + At) = P(X(t+ At) = a) = P(X(t) = a A X(t + At) — X(t) = 0) =
= P(X(t) = a)P(X(t + At) — X(t) = 0) = pa(t)(1 — AaAt — o(At)).

Odtud . (A1)
0
E(pa(t + At) — pa(t)) = —aApa(t) — At Pa(t)
a pro At — 0 dostaneme diferencidlni rovnici pro p,(t)
dpa(t)
= —aApg(t). 3
o aApa(t) 3)
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Analogicky zjistime, Ze pro k > a plati

pr(t + At)

PX(t+At)=k)=P(X(t)=kANX(t+ At) — X(t) =0)+
P(X(t)=k—1AX(t+At) - X(t)=1)
L(0)(1 — AkAt — o(At))+

1) (A(k — 1) At + o(At)) + o(At)).

+

p
+ Dk—
Odtud

Bkl A0~ pi(0)) = ~Mpe(t) + Ak~ Dpa(t) + 22 (1 py(t) + i (0)

a limitnim pfechodem pro At — 0 dostaneme

dpi(t)
dt

= Ak — D)pg—1(t) — Mkpi(t) pro k=a+1l,a+2,.... 4)

Soustavu diferencialnich rovnic (3) a (4) 1ze fesit pomoci tzv. vytvorujicich funkci a pfi poc¢ate¢ni podmince
pa(0) = 1 dostaneme feSeni

_ k—a
pi(t) = <k 1> e N (1 — e‘”) pro k> a.

a—1
Ozna¢me N (t) = X(t) — a ndrast populace v Case t. Pak

P(N(t) =n) = P(X(t) —a=n) = P(X(t) = n + a) = pnta(t) =

_(ntae-l _“’\t<1—e_’\t>n n=012
a_l ) b e

TudiZ nérdst populace N (t) ma v Case t negativné binomické rozdéleni N B(-y, 6) s parametry vy = aa = e~
Déle z vlastnosti negativné binomického rozdéleni Ize snadno odvodit, Ze stfedni rozsah populace v Case ¢
jem(t) = EX(t) = ae™, tedy stfedni hodnota rozsahu populace roste exponencialné rychle.
Pro rozptyl rozsahu populace v ¢ase ¢ dostaneme

At

o2(t) = DX(t) = E(X(t) — m(t))? = ae™ (e’\t - 1) :

3 Linearni proces zrodu a zaniku

Vyjdeme ze stejnych pfedpokladi jako u linearniho procesu ristu a budeme navic predpokladat, Ze jedinci dané
populace mohou také zanikat. Budeme tedy predpokladat, Ze pro kazdy ¢asovy okamzik ¢ plati:

libovolny jedinec uvazované populace mize dat vznik dal§imu jedinci v intervalu (¢,¢ + At) s pravdé-
podobnosti AA¢ + o(At), A > 0 je konstanta,

libovolny jedinec této populace mize v intervalu (¢, t + At) zaniknout s pravdépodobnosti uAt + o( At),
> 0 je konstanta,

— jedinci se vzajemné neovliviiuji,

v ¢ase t = 0 obsahuje populace a jedinct.
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Proces X (t), ktery popisuje rozsah populace v Case t, se nazyva linearni proces zrodu a zaniku.
Lze snadno nahlédnout, Ze

pravdépodobnost vzniku 1 jedince v intervalu (¢, ¢ + At) je AX (t)At + o( At),

pravdépodobnost zaniku 1 jedince v intervalu (¢,¢ + At) je uX (t)At + o(At),

pravdépodobnost, Ze dojde ke zméné rozsahu populace o vice nez 1 jedince je o(At),

Ze nedojde ke zméné rozsahu populace je 1 — (A + ) X (t)At + o(At).

Z téchto predpokladl pak lze odvodit nasledujici soustavu diferencidlnich rovnic pro pravdépodobnosti
pi(t) = P(X(t) = k):

dpo(t)

g = Het),
dpgt(t) = Ak = Dpe—1(t) — (A + w)kp(t) + p(k + Dpria(t), k> 1.

Reseni uvedené soustavy za po&ate¢ni podminky pa(0) = 1 je v ptipadé, Ze A # p, tvaru

min(a,k)

pr(t) = Z <j) (a th=J- 1> % iB*=I(1 —a— ) pro k>0,

. a—1
7=0
Po (t) = aa,
pricemz
Iu (e()‘flu‘)t — 1)
Ae(A—wt I
Pro stfedni hodnotu tohoto procesu pak dostaneme

a=at)=

m(t) = EX(t) = aeX

a pro rozptyl

o2(t) = DX(t) = ‘M Ot (1)

V pfipadé, Ze A = u dostaneme pro stfedni hodnotu
m(t) =EX(t)=a
a pro rozptyl
o?(t) = DX(t) = 2aAt.

Je-li rozsah populace v ¢ase 0 roven a = 1, pak lze pro A = p vyjadfit pravdépodobnosti py(t) ve tvaru

(1) = At
PO = 1\

()\t)k—l
pk(t)zm prok::1,2,....
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Priklady k procvi¢eni

1. Pfi préci balici linky doSlo béhem 2456 hodin provozu v 254 pfipadech k poruse spocivajici ve roztrhani

balictho papiru. Pfedpokladejme, ze ¢asové okamziky vzniku poruch tvofi Poissondv proces intenzitou
A. Naleznéte odhad parametru A a stanovte 95% interval spolehlivosti pro A.

. Predpoklddejme, Ze na dané kiizovatce doSlo béhem 24 mésicd k 25 dopravnim nehodam. Potom byla
kfiZzovatka opravena a nahrazena kruhovym objezdem. Na tomto kruhovém objezdu nasledné doslo
béhem 12 mésicti k deseti nehoddam. Predpokladejme, Ze procesy vzniku nehod 1ze modelovat nezavislymi
Poissonovy procesy s intenzitami A; a 2. M4 se zjistit, zda pfestavba kfiZovatky méla vyznamny vliv na
sniZeni nehodovosti.

. Pfedpoklddejme, Ze pocet jedincti dané populace 1ze popsat pomoci linedarniho procesu zrodu a zaniku.
Kazdy jedinec muze dat vznik novému jedinci s konstantni intenzitou A = 0,02 kazdy jedinec muze
zahynout s konstantni intenzitou p = 0,005. Po¢ate¢ni pocet jedincti populace je a = 30. Stanovte:

a) Pravdépodobnost, 7e v Case ¢ bude mit populace pravé k jedinca pro k € {1,2,3} a graficky ji
v z4vislosti na ¢ase zndzornéte.

b) Stfedni hodnotu poctu jedincti v populaci v Case ¢ a graficky ji znazornéte v zavislosti na Case.

¢) Rozptyl poctu jedinct v Case ¢ a graficky jej zndzornéte v zavislosti na Case.

K feseni miiZete vyuZit software R nebo MATLAB.



