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Analyza modelovych uloh z vybranych aplikacnich oblasti
pomoci pocitace

1 Formulace ulohy

Cilem této studie je posoudit funkci Cisticky odpadnich vod s ohledem na pfitomnost syntetickych musk

v v

sloucenin ve vodé, kterd prosla touto Cistickou. Proto bylo v fece Svratce pobliZz Cisticky odpadnich vod uloveno
celkem 60 ryb - jelci (Leuciscus cephalus), pfiblizné stejného stafi.Z toho bylo 30 uloveno pied Cistickou
(skupina 1) odpadnich vod a 30 za Cisti¢kou odpadnich vod (skupina 2). Potom bylo zjiStovano, jaké mnoZstvi
syntetickych musk slouc¢enin (musk ambrette (AMB), musk tibetene (TIB)), phantolide (PH) a traseolide (TR))
bylo v jednotkovém mnozZstvi svald té€chto ryb pfitomno. Méfici pristroj mél dvé omezeni mez kvantifikace
a mez detekce (limit of detection LOD =z p) a mez kvantifikace (limit of quantification LOQ=x¢q), zp < zq.
TakZe data byla zleva dvojndsobné cenzorovand Casem (meze detekce a mez kvantifikace jsou v roli ¢asového
cenzoru) a pro kazdou skupinu byly znam pocet cenzorovanych pozorovani, tedy pocet pozorovaninp pred
mezi detekce, pocet pozorovani ngv intervalu (zp,zg) a pocet necenzorovanych pozorovani ng a jejich
konkrétni hodnoty. Ziskana data 1ze najit v ¢lanku Fusek, Michélek, Zouhar, Vavrova: Statistical Analysis of
Musk Compounds Concentrations in Fish Tissue Based on Doubly Left-Censored Samples. DEED 2013.

2 Model

Predpokladame, Ze X1,..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s parametrem A a s hustotou
f(z,A) adistribuéni funkef F'(z, A). X(1), ..., X(,) znaci uspofddany vybér.

Dvojité cenzorovéni s cenzory xp a xq:

np je etnost cenzorovanych v (0, zp),

ng je etnost cenzorovanych v (zp, zq),

no je etnost necenzorovanych, tedy vetSich neZ zqQ, X _np41)s- -+ X(n)-

Vektor (np,ng,no) ~ Mug(n,0p,09,00), n = np + ng + no (multinomické rozdéleni), a jednotlivd mar-
gindlni rozdéleni jsou tvaru

np ~ Bi(n, 9[)),

ng ~ Bi(n,0g),

no ~ Bi(n,0p),

kde

0 D = F (33 D, A),

0o = F(zg,\) — F(zp, ),

0o =1— F(zq, ).

3 Vérohodnostni rovnice a empiricka Fisherova mira informace

Vérohodnostni funkce je tvaru

L<)‘7annan(n—no+1)7 3 ax(n)) - m [F(xD7)‘)] L [F(vaA) - F(.%D,)\)] @ H f(xj>
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Logaritmickd vérohodnostni funkce je tvaru

n!

l()\a np,nQ, x(n_n0+1)’ e ,SU(n)) - log <W

) +nplog [F(xp, )]

n

+nglog [F(zg,A) — F(zp, N+ > log [f(ag)] -

j=n—no+1
ol F;\(xD7)‘) F/,\(va/\)_F;\(mD’)‘) - f;\(x(J))
—~ = ap 2 g
aA F(.Z'D, )\) F(.QZQ, /\) — F(JZD, /\) j:nzn:oJrl f(l'(]))
Hp(zp,\) Hq(zq M)
021 OHp(zp, \) OHo(zo, ) 8 = Al
e~ "o T T jg;oﬂ )

4 Maximalné vérohodny odhad parametru ze predpokladu, ze nahodny
vybér je z Fz()\)

Exponencidlni rozdéleni s distribu¢ni funkei F'(z) = 1 — exp (—Ax) a hustotou f(z) = Aexp (—Azx). Logarit-
mickd vérohodnostni funkce je tvaru

LA MDD, NQ T(n—npt1)s - - -+ T(n)) = lOg () +nplog[l —exp (=Azp)]

nplng!

+ ngloglexp (—Azp) — exp (—Azg)] + nolog (A) — A Z T(j)

1=n—nmop-+1
o/ xpexp (—Azp) zgexp (—Azg) —xpexp(—Axp) no -
an — "P1C exp (—A\zp) e exp (—Azp) —exp (—AzQ) * A Z " )
i=n—no

0%l { 2% exp (—Azp) x4 exp (—2\zp) }
gt _
ox P\ T—exp(—Awp)  [1—exp(—Awp))’
. {x% exp (—Azp) — 33%3 exp (—Azq) [z exp (—AzgQ) — zpexp (—)\xp)]z} no
Q

oxp(—Azp) —exp(=Arg)  [exp(-Azp) —exp(-Azg)2 [ A2

Empiricka Fisherova informace je pak tvaru

P _872l . {a:%exp(—)\xp) 2% exp (—2Azp) }
empir IN2 D 1 _ exp (—)\IL'D) [1 — exp (—AIIZD)]Q

{x% exp (—Azp) — arQQ exp (—ArQ)  [zgexp

(=Azg
exp (—Azp) — exp (—Azq) [exp (—Azp) — exp (—Azq)]?

) — xpexp (—)\xD)]Q} no
A2
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Opét plati, Ze

E(np) = nbp=n[l—exp(-Azp)],
E(ng) = nbq =nlexp(=Azp) —exp(=Azq)],
E(no) = nbo =nexp(—Azq).

Tedy teoretickd Fisherova informace je tvaru

o2l 72 exp (—2\zp)
= _E— =p2D 2 —
Jteor N~ " —exp (“hep) + nzg exp (—Azq)

[CCQ exp (—)\{L'Q) — xpexp <_/\$D)]2 n
lexp (—Azp) — exp (—AzQ)] + 2 exp (—Azq) .

5 Statisticky test pro srovnani dvou cenzorovanych exponencialnich
rozdéleni

V piedchozim odstavci byl nalezen maximélné vérohodny odhad parametru exponencidlniho rozdéleni Fx(\)
a odhad jeho rozptylu. ProtoZze maximdlné vérohodné odhady maji asymptoticky normdlni rozdéleni, lze
statisticky test pro posouzeni funkce Cisticky zaloZit na testovdni hypotézy, Ze parametry exponencidlniho
rozdéleni, kterd popisuji rozdéleni dat pred a za Cistickou jsou stejné.Vyjdeme proto z nulové hypotézy Hy :
A1 — A9 = O proti alternativé Hy : A\; — Ay # 0, kde A1 a\s jsou parametry exponencidlniho rozdéleni popisujici
data pfed a za CistiC¢kou. Testovaci statistika 7'je tvaru

T MZA 0

NGEY
kde 52 a 52 jsou odhadnuté rozptyly odhadi A; a Ay . Asymptoticky rozptyl o2 je roven
of=J k=12, 2)

kde Jj, je Fisherova informacéni mira a lze ji stanovit pomoci druhé derivace logaritmické vérohodnostni funkce.

6 Vysledky statistického testu

Na zakladé pouZitého testu na hladiné vyznamnosti o = 0.05 bylo moZné rozhodnout, Ze neni statisticky
vyznamny rozdil mezi skupinou skupinu 1 a skupinou 2 v musk slouc¢enindch Phantolide, Traseolide a Musk
Ambrette. Statiticky vyznamny rozdil byl prokdzan pro slouc¢eninu Musk Tibeten. Vysledky jsou v tabulce niZe.
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Slou¢enina H p-hodnota

PH 0 0,47
TR 0 0,58
AMB 0 1,00
TIB 1 0,00

Tab. 1: Srovndni stiednich hodnot koncentraci musk sloucenin mezi skupinou 1 a2. H = 0 (H = 1) znadi, Ze
nulovd hypotéza nebyla zamitnuta (byla zamitnuta) na hladiné vyznamnosti 0,05.

Priklady k procviceni

1. Detailné projdéte jednotlivé kroky pfi odvozovani testovaci statistiky 7" pro testovdni shody dvou zleva
¢asem cenzorovanych vybéri. Pomoci software R nebo MATLAB si osvojte testy pro srovnani cenzoro-
vanych vybért z exponencidlniho a Weibullova rozdé€leni na datech podle vasi volby.

2. Vice nez polovina zemétieseni v USA se vyskytuje na AljaSce. Konkrétné zemétieseni s magnitudou
vétsi nez 8 stupnii Richterovy stupnice se objevuji v priméru kazdych 13 let. Pfedpokladejme, Ze tyto
vyskyty lze modelovat pomoci Poissonova procesu. Urcete pravdépodobnost, Ze

a) v deseti letech nebudou Zadna zemétiesenti,
b) dvé po sobé jsouci zemétieseni budou od sebe vzdileny alespoii 5 let,
¢) béhem 13 let se vyskytne pravé jedno zemétiesend,

d) ve tfech po sobé jsoucich dekddach bude prave jedno zemétieseni v kazdé dekade.

3. Pojistovna rozd€luje své pojisténce aut do tif kategorii podle rizika: vysoké stiedni a nizké. V daném
roce nemd pojiSténec nehodu s pravdépodobnosti 0,6, jednu nehodu s pravdépodobnosti 0,2, dv€ nehody
s pravdépodobnosti 0,1 a vice neZ dvé nehody s pravdépodobnosti 0,1. V piipad€, Ze pojisténec nema
nehodu, posune se o jednu kategorii rizika niZ, ma-li jednu nehodu, ziistane ve stejné kategorii, pokud ma
dvé nehody, posune se o kategorii vys a jestliZe ma vice nez dvé nehody, pfesune se vZdy do kategorie

YV 2

s nejvyS$s$im rizikem.
a) Popiste posloupnost pohybii mezi jednotlivymi kategoriemi pojisténcii pomoci markovského fe-
tézce.

b) Jestlize zacnete jako pojisténec s nejnizZ$im rizikem, jak dlouho 1ze ocekdvat, Ze v této kategorii
zlstanete?

¢) Kolik let v priméru uplyne mezi dvéma po sob& jdoucimi ,,ndv§tévami“ kategorie s nejvyssim
rizikem?



