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Kapitola 1

Parcialni diferencialni rovnice

1.1 Uvod

Parcidlni diferencidlni rovnice je rovnice, v niZ je nezndmym objektem funkce dvou nebo vice
proménnych, pricemZ tato nezndma funkce se zde vyskytuje vCetné (nékterych) parcidlnich
derivaci.

Rad parcidlni diferencidlni rovnice je nejvyssi derivace neznamé funkce, kterd se v rovnici
vyskytuje.

Reseni parcidlni diferencidlni rovnice je funkce, kterd m4 na jisté mnoZiné Q potfebné
derivace a spliiuje danou rovnici.

Priklady parcialnich diferencialnich rovnic

1) Parciélni diferencidlni rovnice 1. fadu:

u Jdu
— 4+ — =1, kde u = u(x, y).
dx  dy
Stru¢ny zdpis: uy +uy = 1.
Resenim jsou napf. funkce:
Lu(x,y)=x+3,(x,y) € R?=Q,
2.u(x,y)=2x—y+7,(x,y) € R>=Q.

2) Parcialni diferencialni rovnice 2. radu:

02y 9%u

ﬁjLa_yZ:O’ kde u = u(x, y).

Stru¢ny zapis: Uy, + uyy = 0, resp. Au = 0.

Tato rovnice se nazyva Laplaceova parcidlni diferencidlni rovnice. Symbol A se nazyva
laplacidan nebo Laplacetiv operdtor.

Resenim jsou napf. funkce:

1. u(x,y) = Ax + By+C,kde A, B,C € R, (x,y) € R> = Q,

2. u(x,y) =xy,(x,y) e R?=Q,

3.u(x,y) =x>—y% (x,y) e R> = Q,
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4. u(x,y) =In/x2+y2, (x,y) € R~ {(0,0)} = Q.
3) Parcidlni diferencidlni rovnice 2. radu:

0%u .

xdy

0, kde u = u(x, y).

Strucny zdpis: uy, = 0.

Resenim jsou napf. funkce:

1. u(x,y) = f(x) + g(x), kde f a g jsou libovolné funkce takové, Ze existuje [’ a g/,
napt.:

2.u=sinx +¢e7,

3.u=tgx+Iny.

4) Parcialni diferencialni rovnice 2. radu:

9%u L 0%u . 0%u
ox2  9y? 972

=0, kdeu = u(x, y, z).

Stru¢ny zapis: uyy + tyy + uz; = 0, resp. Au = 0.
Jde o Laplaceovu parcidalni diferencidlni rovnici v R3.
Resenim jsou napt. funkce:

l.u(x,y,z) =Ax+By+Cz+D,A,B,C,DeR,(x,y,2) e RP=Q,
2. u(x,y,7) = ===, (x,y,2) € R* . {(0,0,0)} = Q.

N x2y2i4g2’

1.2 Linearni parcialni diferencialni rovnice 2. radu

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

A(x, y)uyx +2B(x, y)uxy + C(x, y)uyy +

1.1
+ D(x, yuy + E(x, y)uy + F(x, y)u = G(x,y), (4.1

splifujicimi podminku |[A| + |B| + |C| > 0, (x,y) € Q C R? (tedy vzdy aspoii jeden
z koeficientt figurujicich u druhych derivaci je nenulovy). Takové rovnice se nazyvaji linedrni
parcialni diferencialni rovnice 2. ¥adu, stru¢né LPDR 2. fddu.
Ptitom:
1) x, y jsou nezdvisle proménné,
2) u = u(x, y) je hledana funkce proménnych x, y,
3) uy, uy jsou parcidlni derivace prvniho ¥ddu funkce u = u(x, y),
4) Uxy, Uyy, Uyy jsou parcidlni derivace druhého fadu funkce u = u(x, y), pfi¢emz pfedpo-
kladame, Ze uyy = uyy,
5) A,B,C, D, E, F, G jsou zadané funkce proménnych x, y.
Jestlize je G = 0, jednd se o homogenni LPDR 2. fddu. V piipadé€, ze G # 0, hovo-
fime o nehomogenni LPDR 2. fadu. Graf funkce u = u(x, y), kterd je feSenim LPDR, si Ize
predstavit jako plochu v prostoru.
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Struéné 1ze rovnici zapsat
Auyy +2Buyy + Cuyy + Duy + Euy + Fu = G(x, y),

resp.

Auyy +2Buyy + Cuyy = H(x, y, u, uy, uy),

kde H(x, y, u, ux,uy) = G(x,y) — Duy — Euy — Fu.Poznamenejme, Ze koeficient u smi-
Sené derivace u,, piSeme ve tvaru 2B z formdlnich divodi, zjednodusi se tim totiZ n€které
zapisy (zejména kdyzZ se pouZziji k oznaceni matice).

Jak uvidime ddle, mezi tyto rovnice patii fada rovnic, které maji vyznamné aplikace ve
fyzice a mnoha technickych oborech. Diky tomu patfi k zdkladnim nastrojim matematického
modelovani.

1.3 Klasifikace linearnich PDR

Nasim cilem bude zménit soutadnicovy systém tak, aby se zjednodusil tvar rovnice (1.1), a to
tak, aby koeficienty u nékterych druhych parcidlnich derivaci byly rovny nule.

Oznaceni:

e Staré soufadnice: x,y

e Nové souradnice: &, 1.
Vazba mezi novymi a starymi soufadnicemi je dana vztahy & = ¢(x, y),n = ¥ (x, y), kde
¢ a ¥ jsou vhodné funkce. Transformace mezi starymi a novymi soufadnicemi musi byt
prostd na §2 a musi platit

gDX (py O
U Uy 7

e u = u(x, y) je nezndma funkce ve starych soutadnicich.

e U = U (&, n) je nezndma funkce v novych soufadnicich. Vazba mezi nimi je ddna vztahem
u(x,y) =UE,n) =Ulex, y), ¥(x, y)l

Po zderivovani a dosazeni dostaneme:

AUgs 4+ 2BUz, + CU,y = H(E 0, U, Ug, Uy),

kde Z, E, CaH jsou funkce proménnych & a 7, které jsou dany funkcemi A, B, C a H.

Lze ukdzat, Ze vhodnou transformaci lze vzZdy dosdhnout pravé jedné ze tff moZnosti:

1.LA=0=C = Ug= ﬁ(é}, n,U,Ug, Uy) —rovnice hyperbolického typu
Ugy = H je kanonicky tvar LPDR hyperbolického typu.

2A=0=B = Uy,=HEn U Us,Uy)
nebo _ _ — rovnice parabolického typu
B=0=C = Us=H®E U, U Uy
Up = H resp. Ugs = H je kanonicky tvar LPDR paraboloického typu.

o
Il

3.B=0aA=C = Use + Uy, = ﬁ(é, n, U, Ug, Uy) —rovnice eliptického typu
Uge + Uy, = H je kanonicky tvar LPDR eliptického typu.
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Urceni typu LDPR a nalezeni transformace

K rovnici (1.1) ptitadime tzv. charakteristickou rovnici

A(3)? —2Biy + C(x)*> =0. (1.2)

Pozor, znaménko u koeficientu 2B se méni!
Xan{e v — _ s dx o dy
(v)znacem. x=x(),y=y@),x = d—’t‘, Y=g
Resenim je dvojice funkci (x (1), y(t)), kterou interpretujeme jako kiivku v RZ. Tato kfivka
se nazyva charakteristika LPDR.

Predpoklddejme, Ze charakteristika je grafem funkce proménné x, tedy y = y(x). Pak
plati:
oSy _ydr_y
YT ax T adr i
Pro A # 0 z rovnice (1.2) po tGpravé vyjde

- .
A(i) —2BY +C =0,
X X
tudiz
A(Y)? 2By +C =0. (1.3)

Rovnice (1.3) je kvadraticka a diferencidlni, jeji feSeni je ve tvaru

, ZB:I:\/4Bz—4AC_Bi«/BZ—AC

Y2 = 2A A

(1.4)

Lze ukdzat, Ze vySe uvedené tfi typy odpovidaji znaménku diskriminantu B 2 _AC.

1. Hyperboloicky typ nastane, pravé kdyz B> — AC > 0.
V tomto piipadé dostaneme z (1.4) dvé& obycejné diferencidlni rovnice y; = --- ay) = - - -.
Predpokladejme, Ze jejich feseni dostanme v implicitnim tvaru ¢ (x, y) = c1, ¥ (x, y) = c2,
kde c1, c3 jsou integracni konstanty.
Pak nové proménné volime takto: & = ¢(x, y),n = ¥ (x, y).

2. Parabolicky typ nastane, pravé kdyz B> — AC = 0.
V tomto pifpad& ziskdme z (1.4) jednu oby&ejnou diferencidlni rovnici y’ = - - - . Pfedpo-
kladejme, Ze jeji feSeni dostaneme v implicitnim tvaru ¢(x, y) = c, kde ¢ je integracni
konstanta.
Pak nové proménné volime takto: & = ¢(x,y), n = ¥(x, y), kde funkci ¢ lze zvolit
libovolné tak, aby

Px Py

U vy 7

Obvykle Ize volit n = y.

3. Elipticky typ nastane, pravé kdyz B? — AC < 0.
V tomto piipadé ziskdme z (1.4) dvé obycejné diferencidlni rovnice y’ = - - -, kde pravé
strany obsahuji komplexni jednotku i a jsou komplexné sdruzené. (Takovymi rovnicemi
jsme se pii studiu oby€ejnych diferencidlnich rovnic nezabyvali.) V jednoduchych pfipadech
je lze formdlné fesit napf. separaci proménnych. Dostaneme dvojici feSeni v implicitnim
tvaru ¢(x, y) iy (x, y) = c, kde c je integracni konstanta
Pak nové proménné volime takto: & = ¢(x, y),n = ¥(x, y).
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Vyraz B 2_AC je obecné funkci dvou proménnych x a y, takZe jeho znaménko se v mno-
ziné 2 muze meénit. Tedy konkrétni LPDR rovnice mtize byt v nékterych bodech eliptickd,
v jinych parabolickd atd. O takové LPDR 2. fadu fikdme, Ze je smiseného typu. Pro kazdou
¢ast mnoziny €2, kde je rovnice stejného typu, se musi najit tranformace samostatné.

Poznamka 1.1 V predchozim textu jsme predpoklddali, Ze charakteristika je grafem funkce
proménné x, tedy y = y(x). Obdobné lze postupovat, kdyz je grafem funkce proménné y,
tedy x = x(y). Pak pro C # Oje A —2Bx’ + C(x")?> = 0, kde x’ = g—; = % Dal3i postup
je zcela stejny.

Pokud A = 0 = C, je rovnice pfimo v kanonickém tvaru (hyperbolicky typ) a neni ji tieba
transformovat.

Priklad 1.2 Urcete typ ndsledujici LPDR a prevedte ji na kanonicky tvar:
Uyx — 2Uyy — 3uyy +uy =0. (1.5)
Reseni. Napi$eme charakteristickou rovnici:
() +2y —3=0.

Jejim feSenim dostaneme:

, —2+4 , / .. -y
Via= 5 = Yy =-3ay, =1 = rovnice je hyperbolického typu.
d
y’=—3:>d—y=—3:>/dy=/—3dx:>y=—3x+cl:>c1:3x+y,
X
o dy _ _ _ _
y_1:>d—_1:> dy= [dx=y=x4+cr=>cp=y—x.
X

Zavedeme nové souradnice:
§=3x+y, n=y—ux,
ux,y)=UE,n) =U[Bx+y,y—x]
Vypocteme parcidlni derivace. Pfitom pouZijeme pravidla pro derivaci sloZené funkce.
ux:U€'$x+Un'77x’ :> ux:U§3+Un'(_1)’
uy =Us - &, + Uy, -1y, uy=Us-1+U;- 1.
Dale
uxx = U - (é:x)z + 2Ugp - Exiix + Upy - (nx)z + Us - Exx + Uy - Nxxs

Uyy = US%' . (Sy)2 + 2U§;7 . é‘_yny + Unn : (ny)2 + US ’ gyy + U’I “Nyy»
xy = Ugg - Ex8y + Ugy - Exnty + Uey - Eytix + Uny - xny + Ug - Exy + Uy - 1y,

tedy

uyy = Uge +2Ugy + Uyy + Us -0+ U, - 0,
uyy =3Uge +3Usy — Usyy —Uyy + Ug - 04+ U, - 0.
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Dosadime do rovnice (1.5):
9U§§ — 6U§n -+ U7777 — 6U§§ — 4Ug,7 -+ 2U7777 — 3U§§ — 6U§n — 3U7)77 -+ 3U,7,7 — U’? =0
—16Ug, +3U: — U, =0

_ Sy _ly
“ 16 ° 16 "

Ugy

Priklad 1.3 Urcete typ ndsledujici LPDR a prevedte ji na kanonicky tvar:

xzuxx — 2xyuyy + yzuyy + 2xu, = 0. (1.6)

Reseni. Napiseme charakteristickou rovnici:
O+ 2y Y+ =0
Jejim feSenim dostaneme:

, —2xy£0 y .. C
Vip=—53 — =—= = rovnice je parabolického typu

’ 2x X
dx

— d — d
y/:—y:>—y:—y:> —y:—/—:>1n|y|:—ln|x|+ln|c|:>c=xy.
X dx X y X

Zavedeme nové soufadnice:
E=xy,n=y,
u(lx,y)=U&,n) =Ulxy, yl.

Druhou rovnost, = y volime; je tieba provést kontrolu, Ze jakobidn je nenulovy.
Vypocteme parcidlni derivace. Pouzijeme pravidla pro derivaci sloZené funkce — viz pii-
klad 1.2.

uy = yUsg, Uy = ¥ Use,
uy = xUs + Uy, Uyy = x?Ugs + 2xUs + Uy,
Uxy = xyUge + yUsy + Us.
Dosadime do rovnice (1.6):
xzyngg — 2x2y2Ugg — 2xy2U§,, —2xyUg + xzyngg + 2xyng,7 + yZU,m +2xyUs =0
yzUm7 =0

Tuto rovnici snadno vyfesime, sta¢i dvakrat integrovat podle proménné n (proménna & se chova
jako konstanta):

Un=/0d77=K($) = U=/K($)d77=K(S)77+L(S),

kde K (£) a L(&) jsou libovolné funkce majici spojité druhé derivace.
Dosazenim za £ a n dostaneme obecné feSeni zadané rovnice:

lux, y) = K(xy)y + L(xy).|

Tedy obecné feSeni zavisi na dvou funkcich, které mtizeme libovolné volit. A
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Priklad 1.4 Urcete typ nasledujici LPDR a pfevedte ji na kanonicky tvar:
Uyx + 2Uyy + Suyy, = 0. (1.7)
Reseni. Napi$eme charakteristickou rovnici:
(y)? =2y +5=0.
Jejim feSenim dostaneme:

, _2£/4=20

V1,2 2
dy

Y =1£2i5 = =142 :/dy:/(]:l:Zi)dx:>
X

=142i = rovnice je eliptického typu

=>y=0x£2)x+c=>c=y—x=x2ix.
Zavedeme nové souradnice:

E =y—Xx,n= 2)C,
I/[(X, )’) - U(é’ 77) - U[y —X,ZX].

Vypocteme parcidlni derivace. PouZijeme pravidla pro derivaci sloZené funkce — viz pfi-
klad 1.2.

uy = —Us +2U,, xy = Usge — 4Ugy + 4Uy,
uy = Ug, uyy = U,
Uy = —Ugs + 2Usgy.

Dosadime do rovnice (1.7):
Use — 4Ugy +4Uy,; — 2Uge +4Usy + S5Uge =0
AUge +4U,, =0

1.4 LPDR druhého radu dilezité v aplikacich

Velkd ¢ast matematickych modelti vychdzi ze zdkont a principt, které vyjadfuji rovnovahu
mezi stavovymi a tokovymi veli¢inami a jejich prostorovymi a asovymi zménami. Rik4 se jim
bilancni zdkony. Zékladni bilan¢ni zdkon k4, Ze zména celkového mnoZstvi veli¢iny u obsa-
Zené v oblasti 2p mezi Casy #1 a t se musi rovnat celkovému mnoZstvi veli¢iny, kterd protece
pfes hranici 0€2p béhem cCasového intervalu (¢, #,) a pfirGstku nebo tbytku veli¢iny u vypro-
dukované zdroji nebo pohlcené norami uvnitf €25 béhem tohoto ¢asového intervalu. Vztahy
mezi stavovymi veli¢inami a odpovidajicimi tokovymi veli¢inami z4visi na vlastnostech kon-
krétniho prostfedi nebo materidlu. Obvykle je nazyvame konstitutivni zakony nebo materialové
vztahy.
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Vedeni tepla v jedné dimenzi

Uvazujme jednorozmérnou ty¢ s konstantni hustotou p a konstantni mérnou tepelnou kapa-
citou ¢. Oznacime-li teplotu v bodé x a Case ¢ funkci u = u(x, t), pak veli¢ina pcu(x,t)
predstavuje hustotu tepelné energie. V tomto pfipadé zdkon zachovéani vyjadfuje rovnovahu
mezi vnitini energii pcu a tepelnym tokem ¢:

pcu(x,t) + ¢x(x, 1) =0 (1.8)

Vztahem, ktery svazuje tok ¢ a teplotu u, zde bude Fouriertv tepelny zakon, ktery fika, Ze tok
je pfimo imérny gradientu teploty se zdpornou konstantou imérnosti, tedy

¢ =—Kuy.

Konstanta K piedstavuje soucinitel tepelné vodivosti. Fouriertiv zakon je obdobou Fickova

zékona: teplo proudi z teplejsich oblasti do chladnéjs$ich. Dosadime-li vySe uvedené vztahy do
zakladniho zdkona zachovani (1.8), dostavame

u; —kuy, =0, k=—
pc

coZ je difuzni rovnice v jedné dimenzi.
Obdobné rovnice v rovinném a prostorovém piipadé maji tvar

ur = k(uxy + uyy),
up = k(uyx +tyy +uz;).

Popisuji $ifeni tepla (nebo jiny difuzni proces) v rovinné desce nebo télesu v prostoru. Strucéné
je lze zapsat ve tvaru u; = kAu, kde A je Laplacetv operator.

Kmitani struny a vlnova rovnice

Dalsi zakladni parcialni diferencidlni rovnice, tzv. vinova rovnice, popisuje jeden z nejcastéj-
Sich jevl v pfirodé: vinéni (napf. elektromagnetické vinéni, viny na vodni hladiné nebo akus-
tické viny).

Uvazujme pruZnou strunu délky [ a pfedpokladejme, Ze dochazi pouze k malym kmitim
ve vertikdlnim sméru. Vychylku v bodé€ x a Case ¢ popiSme spojité diferencovatelnou funkci
u(x, t). Vlastnosti struny jsou popsany spojitymi funkcemi p(x,t) a T (x, t), které predsta-
vuji hustotu a vnitini napéti struny v bod¢€ x a Case ¢. Pfedpokldddme, Ze napéti 7 (x, r) ma
vZdy smér teny k profilu struny v bodé x. UvaZujme libovolny, av§ak pevny tdsek mezi body
x =a ax = b. K odvozeni rovnice popisujici pohyb struny pouzZijeme tentokrat Newtontiv
pohybovy zakon, ktery ik, Ze zména hybnosti v daném tseku je rovna piisobici sile. Budeme
predpokladat, Ze jedinou silou, kterd na tsek struny ptisobf, je napéti vyvolané okolnimi ¢astmi
struny. Po dpravach dojdeme k zékladn{ rovnici matematického modelovani popisujici kmitani
struny v jedné dimenzi

Ust :azuxx, a” = —. (1.9)

A

Rovnice (1.9) se nazyva vinovd rovnice a konstanta a > 0 vystihuje rychlost $ifeni viny.
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Obdobné rovnice v rovinném a prostorovém piipad€ maji tvar

2
Uy =a " (Uyx + uyy)a

2
Uy = a (Uyx + Uyy + Uzz).

Popisuji napt. kmitdni rovinné desky nebo télesa v prostoru. Strucné je lze zapsat ve tvaru
Uy = a*Au, kde A je Laplacetv operator.

Laplaceova a Poissonova rovnice — stacionarni pripad

Pii vySetfovani pfedchozich pfipadii nds nyni bude zajimat pouze chovani v tzv. rovnovazném
(ustdleném) stavu, tedy ve stavu, kdy feSeni nezavisi na case (u; = u;; = 0). Vlnova i difuzni
rovnice pak v libovolné dimenzi ptejde na Laplaceovu rovnici

Au =0,

kterd md ve dvou dimenzich tvar uy, + uy, = 0. Resenim Laplaceovy rovnice jsou tzv.
harmonické funkce. V jednorozmérném piipad¢ si lze predstavit podéln€ izolovanou tenkou
ty¢, u které dochazi k vyméné tepla s okolim pouze pies jeji konce. Funkce u = u(x) popisujici
teplotu v ty¢i pak zavisi pouze na proménné x. Laplaceova rovnice se zredukuje na tvar u,, =
= 0.

Obdobnd rovnice v prostoru m4 tvar
Uyx + Uyy + Uz =0.

Rovnovazny stav mizeme zkoumat i v piipadé, Ze jsou v modelu pfitomny casoveé nezavislé
zdroje. VInova i difuzni rovnice pak pro u; = u;; = 0 (stacionarni piipad) pfejde na tvar

Au = f,

coZ je tzv. Poissonova rovnice.
Je-li F potencidlové pole (na piimce, v roviné nebo v prostoru), pak jeho potencidl U
vyhovuje Laplaceové resp. Poissonové rovnici.

OKkrajové a pocatecni podminky

Stejné jako u obycejnych diferencidlnich rovnic plati, Ze samotnd parcidlni diferencidlni rov-
nice neposkytuje dostateCnou informaci k tomu, abychom jeji feseni byli schopni urcit jedno-
znacné. K jednoznacnému urceni feSeni je tfeba mit k dispozici jesté dalsi informace. U sta-
ciondrnich rovnic to byvaji nejcastéji tzv. okrajové podminky, které spolu s rovnici tvofi tzv.
okrajovou iilohu. Napf.

uxx+”yyzoa u(x, y)=§0(x,y)pro (x,y)e&Q

tvofi tzv. Dirichletovu okrajovou tilohu pro Laplaceovu rovnici. (Symbol 0€2 znaci hranici
mnoziny £2.)
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U nestaciondrnich rovnic mame obvykle k dispozici kromé okrajovych podminek jesté
tzv. pocdtecni podminky, které spolu s rovnici a okrajovymi podminkami tvofi tzv. pocdtecné-
-okrajovou iilohu. Napt.

Uy = Uyy, t>0,x¢€(0,1),
u@,0) =u(l,t) =0, >0,
u(x,0) =), u(x,0) =¥ x), xe(0,1),

tvofi tzv. pocate¢né-okrajovou tlohu pro vinovou rovnici. Okrajové podminky jsou zde homo-
genni Dirichletovy. Funkce ¢ znaci pocatecni vychylku a iy pocate¢ni rychlost struny v daném
bodé x. Derivace u; se v ¢ase t = 0 chdpe jako derivace zprava.

1.5 VInova rovnice

Uvazujme strunu umisténou do osy x a predpoklddejme, Ze dochdzi pouze k malym kmitim
ve vertikdlnim sméru. Pak vlastni kmity struny jsou dany rovnici

e = @y, (1.10)

kde x je délkova soufadnice, r > 0 je &as, u(x, t) je vychylka v bod& x v Case t, a”> = % >0
je konstanta vystihujici rychlost §ifeni viny (7" je napéti struny, o je linedrni hustota).

1.5.1 Struna nekonec¢né délky (d’Alembertova metoda reSeni)

V daldim budeme piedpoklddat, Ze mame ,,nekone¢né dlouhou* strunu, tj. x € Rat = 0.
Pokusime se najit obecné feSeni té€to vinové rovnice.
K rovnici (1.10) napiSeme charakteristickou rovnici

(x/)z _ a2 — 0’
kde x = x(¢) (oproti predchozi kapitole, kde nezavisle proménné byly oznaceny x a y, ted
pouZivdme t a x).

Jejim feSenim dostaneme:

xi72 =Z+a = rovnice je hyperbolického typu

=x'=a, X =—a=x=at+c;, x=—at+cr=cy=x —at, co =x +at.
Nové souradnice jsou:

&E=x—at, n=x+at,
u(-x7t) = U(é? 77) = U[x _at7x+at]'

Vypocteme parcidlni derivace:

uy =Ug +Un, uyy = Uge +2U: U, + Uy,
u; = —alUg +alUy, Uy = angg — ZaZUS,, + azU,m.
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Dosadime do ptivodni rovnice a upravime:

angg — ZaZUgn -+ azU,m — angg — 2a2U5,7 — aZU,m =0
—4a*Ugy =0

Rovnice (1.10) pfejde na rovnici
Us, =0. (1.11)

Rovnici (1.11) 1ze snadno integrovat
Us = /Odn = K (&),
UG = [ R©)de =K + L), ke =K.

Obecné feseni rovnice (1.6) ma tudiz tvar U (§, n) = K(&§) + L(n), kde K a L jsou libovolné
funkce majici spojité druhé derivace. Pak vztah

’u(x, t)y=Ulx —at,x+at]=K(x —at)+ L(x +at)‘ (1.12)

je obecnym feSenim rovnice (1.10).

Aby feSeni rovnice (1.12) bylo ur¢eno jednoznac¢né, budeme predpokladat, Ze jsou navic spl-
nény pocatecni podminky

u(x,0) = p(x) ... pocatecni vychylka (pocatecni tvar struny),

u;(x,0) = ¥(x)... pocateéni okamzita rychlost,

kde ¢ a ¥ jsou dané funkce.

Najdeme konkrétni tvar funkci K a L ze vztahu (1.12), aby byly splnény pocatecni pod-
minky. Pro ¢ = 0 musi platit

u(x,0) = K(x)+ L(x) =), (1.13)
u;(x,t) = —akK'(x —at) +al'(x + at),
u;(x,0) = —aK'(x) +alL'(x) = ¥ (x). (1.14)

Rovnici (1.14) integrujeme na intervalu (xg, x) nebo (x, xo), kde xg je pomocny pevné zvo-
leny bod.

—a(K(x) — K(x0)) +a(L(x) — L(xp)) = / Y (s)ds,
K@)+ L(x) = 2/X W(s)ds +c, kdec= L(xp) — K (xp). (1.15)

Sectenim (1.13) a (1.15) dostaneme:

C

2L(x) = ¢(x) + 1/ Y(s)ds+c = Lx)= lgo(x) + i/ Y(s)ds +
a Jy, 2 2a Jy, 2
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Odectenim (1.13) a (1.15) dostaneme:
1 [ 1 1 * c
2K(x) = ¢(x) — —/ Ys)ds —c = Kx) =9k - —/ V(s)ds — .
a X0 2 2a X0 2

Reseni pocétecni tlohy je pak ve tvaru:

u(x,t) = K(x —at) + L(x +at) =

x—at x+at
— Lo —an I/wud C+1<+t)+1/w(>d+c
—2§0X a 2a R) S 2 2(/)X a 2a S R) 2,
X0 X0
tedy
x+at

1 1
u(x,t) = > [(p(x —at)+ e +at)} + % / Y(s)ds.

—at

Tento tvar feSeni odvodil v roce 1746 d’Alembert. Prvni dva ¢leny vystihuji vliv po¢atecni
vychylky: pocatecni vlna se rozd€li na dvé Césti, z nichZ jedna postupuje ve sméru kladné
poloosy x rychlosti a a druhd ve sméru zaporné poloosy x rychlosti a. Integrél vyjadfuje vliv
pocatecni rychlosti.

Oznacime-li W (s) primitivni funkci k 1 (s), bude mit pfedchozi vzorec tvar

1 1
u(x,t) = 5 ox —at) + e +at)] + % [\Il(x +at) —¥(x —at)|.

Priklad 1.5 Najdéte d’Alembertovo feSeni rovnice u;; = uy, s pocatecnimi podminkami

px) = e a Y(x) = cosx.

Reseni. Ze zadan{ je vidét, Ze a = 3. Dosazenim do rovnice dostaneme

! ] x+3t
u(x,t) = - e (=307 + e (4307 + - / cossds =
2L 16
x—3t

Ir —ean?  —en?] o L :

= > e +e + 3 [sm(x + 31) — sin(x — 3t)} =
1 - -

— _|em@=307 4 o=@ H307] 4~ eog x sin 31
21 13

V zavérecné tipravé jsme pouZili vzorec sina — sin 8 = 2 cos # sin %52 .

2 A
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1.5.2 Struna konecné délky (Fourierova metoda reSeni)

Uvazujme strunu kone¢né délky / > 0. Umistime ji na osu x tak, Ze levy konec bude v poc¢atku.

Kmity struny 1ze opét popsat vinovou rovnici
2
Uyp = a4 Uxx,
s pocateCnimi podminkami

u(x,0) = @(x) ... pocatecni vychylka (pocatecni tvar struny), x € (0, /),
us(x,0) = ¥(x)... pocatecni okamzita rychlost, x € (0, 1),

a okrajovymi podminkami

u(,1) =a(t),t =0,
u(l,r) = B(),

kde ¢, ¥, @ a B jsou dané funkce.

Budeme predpokladat, Ze v krajnich bodech x = 0 a x = [ plati tzv. podminky kompatibility
0) =a(0), @) = p(0),
Y (0) =a'(0), y() = p0).
My se omezime na piipad struny s pevnymi konci, tedy
a(t) =0, p@)=0.

Poznamka 1.6 Pfi feSeni vyuZijeme princip superpozice.

1. Jsou-li u1(x,t), ur(x, t) feseni rovnice (1.10). Pak také uq(x,t) 4+ u>(x, t) je feSenim
rovnice (1.10). Tedy soucet dvou feSeni je zase feseni.
Jsou-li totiZ u1 a u, feSeni, pak plati

(w1 + u2)y = a(uy + u2) .,

protoze (w1 + u2)sr = Uiy + u2jer @ podobn€ (U] + u2)xx = Upjxx + U2|xx-
2. Je-li u(x, t) feSeni rovnice (1.10) aax € R, pak au(t, x) je také feseni rovnice (1.10). Tedy
nésobek feSeni konstantou je zase feSeni.
Je-li totiZ u feSeni,pak
() = a°(aut) x,
protoze (ou);; = auy a podobné (o) x = Cllyy.
3. Pokud u1(x, t) aus(x, t) spliuji nulové okrajové podminky, pak také u(x, t) + ua(x, t),
resp. cu je splnuji také.
Celkové: Nechf u(x,1?), ..., u,(x,t) jsou feSeni rovnice u;; = aPuce, x € (0,1), 1 >0,
které spliiuji nulové okrajové podminky u; (0,¢) = u;(l,t) =0,i =1,...,n,aay,...,q,
jsou libovolné konstanty. Pak také linearni kombinace

ajur(x,t) +- -+ opuy(x, )

je resSeni této tlohy spliiujici nulové okrajové podminky. Obecné ale nejsou splnény pocateéni
podminky.
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Princip Fourierovy metody

1.

Najdeme jakasi specidlni feSeni rovnice vlnové rovnice spliiujici okrajové podminky (ale
obecné ne pocatecni podminky). Takovych feSeni bude celd nekonecna posloupnost {u,,}.

. Pokusime se najit konstanty a1, a», . . . tak, aby linearni kombinace atju (x, t)+opus(x, t)+

+ ... splnila nejen okrajové, ale i po¢ate¢ni podminky.

(Ptjde o nekonecné fady — budeme proto predpokladat, Ze konverguji, Ize je derivovat ¢len po
¢lenu atd.)

1.

Hledame feseni ve tvaru
ulx,t)=T(@) - X(x), (1.16)

kde X (x) a T (¢) jsou redlné funkce jedné redlné proménné, jejichz druhé derivace existuji
a jsou spojité. Navic tyto funkce splituji okrajové podminky u (0, #) = 0, u(l, t) = 0.
Uloha m4 vZdy trividlni feSenf u = 0. My hleddme netrividln{ feSeni!

Derivaci (1.16) obdrzime:

up =T"(1) - X (x),
Uxx = T(t) : XN(X).
Dosazenim do vinové rovnice dostaneme:

T//(t) B X//(x)
a’T@) X&)

T"(HX(x) =a’TOX" (x) =

ProtoZe leva strana zdvisi jen na ¢ a prava jen na x, je to mozné pouze v pripadé€, Ze obé
strany jsou konstantni. Ozna¢me tuto konstantu —A. Tedy musf platit

T//(l) X//(x)
_— = —)\‘ =
a’T (1) X (x)
= X"(x)+AX(x) =0, T"()+da’rT () =0.

Dostavame tedy pro 7' (¢) a X (x) obycejné linedrni diferencidlni rovnice 2. fadu.
Z okrajovych podminek vyjde

T@)-X(0) =0,
T#) - X()=0=X0)=0=X().

(Kdyby X (0) # 0 nebo X (/) # 0, muselo by byt 7(¢) = 0 a dostali bychom trivialni
feSeni.)
Nejprve budeme fesit tzv. okrajovou tlohu

X"+ 12X =0,
X(0)=0=X().

Tvar feSeni bude zdviset na parametru A. Tato tloha se nazyva Sturmiiv-Liouvilleiiv problém.

i) Je-li A < 0, pak charakteristickd rovnice je

prHr=0=u==+/-21
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a k ni pfislusejici obecné feSeni je
X = cle‘/j‘x + cze_‘/j“.
Z. okrajovych podminek
XO0)=ci+c2=0,
X() = cle‘/j” + cze_“/j” =0

dostaneme cl(e‘/j‘l — e_*/j‘l) = 0, protoze /—Al # —«/—Al pro A < 0 a expo-
nencidla je rostouci funkce.
Tedy ¢c1 = 0 = ¢ = 0 = vysledkem je jen trividlni feSeni.

i) Je-li A = 0, pak X” = 0 a charakteristickd rovnice je

n*=0
a k ni piislusejici obecné feSeni je
m12=0= X =c1 + c2x.
Z. okrajovych podminek

X0)=c =0,
XD =ci+cl=0

dostaneme c; = 0, ¢ = 0. Tedy vysledkem je opét jen trividlni feseni.
iii) Je-li A > 0, pak charakteristickd rovnice ma tvar

M2+A=O:>M2=—A,

a tedy
Hi2 = :f:i«/x = X = COS«/XX + sin«/Xx.

Z okrajovych podminek dostaneme

XO0)=c-14+¢c-0=0=c¢ =0,
X() =0-cos VAl + ¢3 sin VAl = 0.

Aby feseni nebylo trividlni, musi byt
Val= nm, ne€N,

tedy

Reseni je pak ve tvaru

R
X, (x) :C,,-sme, nenN

kde C,, jsou libovolné konstanty.
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Nyni budeme fesit druhou diferencidlni rovnici
nH 2
T"(t) + a®AT(t) =0, kde by = (—) 4.

nma\ 2
T"(t) + (T> T (1) =0.
Piislus$na charakteristicka rovnice ma tvar

) nma\ 2
() =0

tj. 1,2 = £i"7*. Obecné fesenf je pak

nma . nTa
T,(t) = A, cos Tt + B, sin Tt.

Celkové teSeni vlnové rovnice lze psit

nma . nTa . AT
Up(x,t) = (An cos Tt + B, sin Tt) sin Tx,

konstanta C,, je zahrnuta do A,, B,,n € N.

2. ReSeni hledame ve tvaru

> nma . nma . nT
u(x,t) = Z(An cos Tt + B, sin Tt) sin Tx.

n=1

Konstanty A, a B, ur¢ime z poc¢atecnich podminek. Z podminky
> nw
u(x,0) = Z}An sin——x = (x), x € (,0)
n=

uréime A,,. Ziejmé A, musi byt Fourierovy koeficienty rozvoje ¢(x) do sinové fady, tedy

2 [l . nm
A, = - @(x)sin —x dx.
[ Jo [

7. druhé podminky derivovanim Clen po Clenu vyjde

ad nmta . nmnda nma nma . nm
u,(x, t) = Z( — AnT S Tl + BnT COS Tt) sin T)C,
n=1
tedy
ad nmta . n7w
u;(x,0) = BHT sin Tx = ¥ (x),
n=1

takZe koeficienty u sini musi byt Fourierovy koeficienty rozvoje ¥ (x) do sinové fady, tedy

nwa 2 /! . AT
B,— = —/ ¥ (x) sin —x dx,
[ [ Jo l

tudiz

[

2 . T
B, = — Y(x)sin —x dx.
nma J [




1.6 Rovnice vedeni tepla 17

1.6 Rovnice vedeni tepla

Uvazujeme tenkou ty¢ délky /, jejiz konce jsou udrZovany na konstantni teplot€¢ u = 0,
a kde je v ase t = 0 rozloZeni teploty v ty¢i ddno funkei ¢ = ¢(x).

Nalézt rozloZeni teploty v ty¢i v ¢ase t > 0 znamend nalézt feSeni u = u(x, t) rovnice
vedeni tepla
ur =kuy,, O<x<l, t>0 (1.17)

s okrajovymi podminkami

u@,1) =0, u(l,t)=0

a pocate¢ni podminkou

u(x,0) = p(x).

Opét pouzijeme Fourierovu metodu. ProtoZe postup je obdobny (jen o néco kratsi), shrneme
strucné zdkladni kroky.
Nejprve hledame specidlni feSeni, které spliiuje okrajové podminky, a které ma tvar

ulx,t) =Xx)-T(@).
Po dosazeni do (1.17) a po dpravach dostaneme

T X'
kT()  X(x)

Timto jsme rovnici (1.17) pfevedli na dvé obyc¢ejné diferencidlni rovnice
T+ MkT =0,
X"+1X =0.

Pro neznamou funkci X s vyuzitim okrajovych podminek X (0) = X (/) = 0 dostaneme

A = <?>2, neN

a odpovidajici feSeni ve tvaru

Rovnice
, nm 2
T+ <T> KT =0
ma charakteristickou rovnici
nm\ 2
pt () k=0,

takZe jeji obecné feseni je
To(t) = Ape™ /DK

Celkové teSeni pak miZeme vyjadfit ve tvaru nekonecné fady

o0
nm
u(x,t) = Z Cne_(”n/l)zkt sin Tx.

n=1
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(Konstanty A,, jsou zahrnuté do konstant C},.)
Konstanty C,, ur¢ime jako koeficienty Fourierovy fady z po¢atecni podminky

o0
. nw
u(x,0) = @(x) = Zlcn sin ——x.
n—=

Ziejmé C, musi byt Fourierovy koeficienty rozvoje ¢(x) do sinové fady, tedy

l

2 ! . nT
C,=- @(x) sin Tx dx.
0
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