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1 Pravdépodobnost

1.1 Nahodny pokus a nahodny jev
Zékladni pojmy, z nichz budeme vychézet, jsou:
e Nahodny pokus je kazda ¢innost, jejiz vysledek neni jednozna¢né uréen podminkami, za kterych
probiha (napf. hod kostkou, méfeni délky, béh na 100 metrl, losovani v loterii atd.).

e Vysledkem nahodného pokusu je nahodny jev (napt. padlo 5 ok, délka je 25,7cm, dosaZeny cas
je 13,8 s, vylosovany los je B265430, atd.).

e Jev jisty () — pfi provedeni ndhodného pokusu nastane vzdy.
e Jev nemozny () — jev, ktery nemiZe nikdy nastat.
e Elementarni jev w — jestlize neexistuji jevy A, B takové, Ze w = AU B.

e Mnozinu vSech elementérnich jevi nazyvame prostor elementarnich jeva. MizZe byt bud koneény
Q = {wi,ws,...,w,} nebo nekonetny Q = {wy,wa,...,wWp, ...}

e Libovolny ndhodny jev je podmnoZina prostoru ndahodnych jevi (A ...padne sudé Cislo, tj.
A={2,4,6}).

Vztahy mezi jevy vyjadfujeme pomoci mnoZinovych relaci:

1. Jev A je ¢asti jevu B (A C B), pokud nastane jev A nastane i jev B.

2. Jevy A a B jsou rovnocenné (A = B), jev A nastane pravé kdyz nastane jev B.

3. Prunik jevi A a B (AN B), souCasné nastane jev A i B.
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4. Sjednoceni jevi A a B (A U B ), nastane alespoii jeden z jevi A a B

|

5. Jevy A a B se nazyvaji neslucitelné, jestlize pii jednom nahodném pokusu nemohou soucasné

nastat (AN B = 0).
B
A

6. Rozdilem dvou jevi A — B se rozumi jev, ktery nastane pravé kdyz nastane jev A a nenastane jev

_ -

7. Opaény jev k jevu A je ten, ktery znamena Ze jev A nenastal, oznacuje se A.

-

AUA=0,ANA=0.

Ziejmé plati vztahy

Z nize uvedenych obrazk je patrné, Ze

ANB=AUB a AUB=ANB.
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Obdobné pro vétsi pocet jevi (K > 2) plati tzv. de Morganova pravidla:

k k k

k
ﬂAi:UE a Az‘ZﬂXz’-
1 i=1

i=1 i=1 1=

1.2 Vlastnosti pravdépodobnosti

Axiomy teorie pravdépodobnosti jsou:

1. Pravdépodobnost jevu A je nezdporné ¢islo (P(A) > 0).
2. Pravdépodobnost jistého jevu €2 je rovna jedné (P(2) = 1).

3. Pravdépodobnost sjednoceni konecného (nebo spocetného) poctu neslucitelnych jevl je rovna
souctu pravdépodobnosti jednotlivych jevi

P(AjUAyU---UA,) =P(A) + P(Ay) + -+ + P(A,).
Z axiomdu vyplyvaji dalsi vlastnosti pravdépodobnosti:

e 0<PA)<L1

e P(0)=0
Odvozeni: Vzhledem k tomu, Ze jevy 2 a () jsou neslucitelné a QU () = Q, plati P(Q2) + P(0) = 1,
tedy 1 + P(0)) =1= P(0) = 0.

e P(A)=1-P(A)
Odvozeni: Jevy A, A jsou neslucitelné a P(A) U P(A) = 1, takze P(A) + P(A) =1 = P(A) =
=1-— P(A).

e Je-li AC B,pak 0 < P(A) < P(B).
Odvozeni: Jestlize A C B,je ANB = Aaprojev Bplati B = QNB = (AUA)NB = (ANB)UJ(AN
NB) = AU(ANB).Jevy Aa AN B jsou neslucitelné, a proto P(B) = P(A)+P(ANB) > P(A),
nebot P(AN B) > 0.

e Je-li AC B,pak P(B— A) = P(B) — P(A).
Odvozeni: Protoze B— A = AN B, plyne z predchozi vlastnosti, 7e P(B) = P(A)+P(B—A) =
= P(B— A) = P(B)— P(A).
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1.3 Statisticka definice pravdépodobnosti

Definice 1.1 Statistickd definice pravdépodobnosti je uréena vztahem

P(A) = M,

n
kde n je pocet pokusi, n(A) je Cetnost jevu A pii n pokusech.

v s

S rostoucim poctem pokusu se relativni Cetnost jevu A bliZi k pravdépodobnosti nastoupeni jevu A.

1.4 Klasicka definice pravdépodobnosti

Definice 1.2 Jestlize mnoZina elementdrnich jevi Q2 = {wy,wsy,...,w,} je koneénd a viechny jevy
jsou stejné mozné, tzn. P(w; = %) pro:=1,2,...,n, potom je pravdépodobnost ddna
m
P (A) = E’

kde m je pocet vysledki piiznivych jevu A, n je pocet v§ech moznych vysledku.

Priklad 1.1 Ze sady 32 karet ndhodné vybereme 4. Jakd je pravdépodobnost, Ze mezi nimi budou
pravé 3 Cervené (srdce)?

Reseni: Polet viech moznych vysledki je

Priklad 1.2 Hazime soucasn¢ dvéma hracimi kostkami. Najdéte pravdépodobnost, Ze soucet poctu
ok bude roven 3.

Reseni: Trojku mohu hodit dvéma zptisoby: 1+2 nebo 2+1. Pravdépodovnost je rovna

2 1
py =" — = 0,056.
n

36 18

Priklad 1.3 Je znamo, Ze v sérii IV vyrobki je M kvalitnich (N — M nekvalitnich). Vybereme ndhodné
(bez vraceni) r vyrobku. Jaka je pravdépodobnost, Ze z takto vybranych r vyrobk je & kvalitnich?
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A

Obréazek 1: Geometricka pravdépodobnost

Reseni: PoCet viech moZnych vysledki je

Pocet vSech priznivych vysledk je

3
Il

()2
by - OO

(N
1.5 Geometricka definice pravdépodobnosti

PouZzivame ji tehdy, miizeme-li ndhodné jevy zobrazit geometricky na piimce, v roviné nebo v prostoru.

Definice 1.3 MnoZina elementarnich jevii ma nekonecny pocet prvki vytvaiejicich uréitou oblast €2,
kterd je omezend a uzaviend a ma velikost V' (€2) (vyjadfenou délkou, ptipadné obsahem ¢i objemem).
Jev A C ) tvofi oblast o velikosti V' (A), potom je pravdépodobnost jevu A ddna

Priklad 1.4 V roviné je dan obdélnik o stranach 10 cm a 5 cm. V tomto obdélniku je ¢tverec o strané
2 cm a kruh o poloméru 1 cm a bod A (obrazek 1). Uréete pravdépodobnost, Ze libovolné vybrany
bod padne do ¢tverce, do kruhu, do bodu A.

Reseni: Pravdépodobnost, Ze vybrany bod padne do &tverce je:
V(A)=2-2=4cm? V(Q) =105 =50 cm?,

P(A) = % = 54—0 = 0,08.

Pravdépodobnost, Ze vybrany bod padne do kruhu je:
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08 4

Q

[1/3,2/3)
0.6

.
N

0.4 N [2/3.1/3]
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Obrazek 2: Geometrickd pravdépodobnost

V(A) = mcm?, V() = 50 cm?,
( ):%z%zo,%z&

Pravdépodobnost, Ze vybrany bod padne do bodu A je:
V(A) =0cm? V(Q) = 50 cm?,

Priklad 1.5 Necht z,y jsou &isla z intervalu [0; 1]. Jaka je pravdépodobnost, Ze jejich soucet bude
mensi neZ 1 a zdroven jejich soucin nebude vétsi nez 2/9?
Resent:
Soucet mensi nez 1
r+y<lesy<l—ua,
soucin mensi nez 2/9

<2<:)> < 2
e — —.
Y=979> 9,

Takto vymezena oblast je na obrdzku 2. Odtud dostdvame

V() =1,
1/3 2/3 1
2
V(A) = /(1 —x)dz + / @dm + /(1 — x)dx = 0,487,
0 1/3 2/3
A
P(A) = —‘V/E Q; — 0,487,
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2 Podminéna pravdépodobnost

2.1 Podminéna pravdépodobnost

2.1 Motivace

e P(A) ...numerické ohodnoceni moZnosti nastoupeni jevu A pii provadéni daného nahodného
pokusu.

e Po provedeni pokusu mame k dispozici néjakou dopliujici informaci (napft. jev B) o vysledku
sledovaného pokusu.

e Lze této informace vyuZit? Obecné ano! =—-

e P(A|B) ...numerické ohodnoceni moznosti nastoupeni sledovaného jevu A za této dopliiujici
informace B.

Necht' P(A) je pravdépodobnost jevu A pii daném systému podminek. Pfipojime-li k tomuto sys-
tému dalsi podminku, tj. nastoupeni jevu B, hovofime o podminéné pravdépodobnosti jeva A za
predpokladu, Ze nastal jev B.

Definice 2.1 Podminénou pravdépodobnost P(A|B) definujeme vztahem:

P(ANB)

s PR

P(A|B) =
Priklad 2.1 Jaka je pravdépodobnost, Ze pifi hodu dvéma kostkami padly 2 pétky, je-li zndmo, Ze
soucet ok je délitelny péti?

ReSeni:
Jev A ... padnou 2 pétky,
jev B .. .soucet je délitelny 5 (1+4, 4+1, 2+3, 342, 4+6, 6+4, 5+5),
P(ANB) = =

7 36°
P(B) = 55,

P(A/B) — %

gl~[g|~

2.2 Pravidlo o nasobeni pravdépodobnosti, nezavislost jeva
Z ptedchozi definice vyjadiime
P(ANDB) = P(A/B)- P(B) = P(B/A) - P(A).
Pravidlo o nasobeni pravdépodobnosti 1ze rozsitit na i na prinik s jeva Ay, Ao, ..., A
P(AiNAyN...NA,) = P(A))P(A2|Ay) - P(AJAi N Ay NN Aso).

Pro 3 jevy plati
P(AnBNC)=P(A)- P(B/A)- P(C/ANB).
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Priklad 2.2 Prvni délnik vyrobi denné 60 vyrobki, z toho 10 % zmetki. Druhy délnik vyrobi denné
40 vyrobki, z toho 5 % zmetkl. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek je zmetek
a pochdzi od prvniho resp. druhého délnika?

Reseni:
Jev Ay ... vyrobek pochdzi od 1. délnika P(A;) = 16—??) = % =0,,
jev A, ... vyrobek pochézi od 2. délnika P(Ay) = 106 = 15 = 0.4,
jev B ...vyrobek je zmetek P(B) = %2 = 5. = 0,08.

Vyrobek je zmetek, za podminky, Ze je od 1. délnika
P(B/A;) =0,1.
Vyrobek je zmetek a pochdzi od 1. délnika
P(A;NB)=P(A)-P(B/A;) =0,6-0,1 =0,06.
Vyrobek je zmetek, za podminky, Ze je od 2. délnika
P(B/As) = 0,05.
Vyrobek je zmetek a pochdzi od 2. délnika
P(A;NB) = P(As) - P(B/Ay) =0,4-0,05 = 0,02.

Jestlize P(A/B) = P(A), fikdme, Ze jev A je nezavisly na jevu B. Nezdvislost dvou jevi je
oboustrannd. Je-li jev A nezdvisly na jevu B, pak také jev B je nezavisly na jevu A, tedy P(B/A) =
= P(B). Jsou-li jevy A a B nezdvislé, pak

P(ANB)= P(A) - P(B).

Dany vztah je nutnou i postacujici podminkou nezévislosti.

Méjme mnozinu nahodnych jevi A;,7 = 1,2,... n. U této mnoziny jevl rozliSujeme nezavislost
parovou (tj. nezavislost kazdé dvojice jevl) a nezavislost vzajemnou. Jevy nazyvame vzajemné
nezavislé (déle jen nezdvislé), pravé kdyz pro libovolnou podmnozinu {A4;; N --- N A;.} mnoZiny
{Ay,..., A} jevd, 2 < r < n, plati

PAqanN---NA;)=P(Ayn) - P(A;).

Tento vztah musi platit pro vSechny dvojice, trojice, atd. az n-tice ndhodnych jevi Ay, ..., A,. Pro
skupinu nezavislych jevi pak plati

P(A; N AsN---NA) = P(A,) - P(Ay) - P(A,).
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2.3 Pravidlo o s¢itani pravdépodobnosti

Pravdépodobnost sjednoceni libovolnych jevit A a B se rovna
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B).

Obecné pro s libovolnych jevi Aj, As, ..., A; ma pravidlo o s¢itani pravdépodobnosti tvar
P(AJUAU...UA) = D P(A)=> Y PANA)+
i=1
+ DD PANANA)+ -+

+ (=1)*'P(A N AyN...NA,).
Napfiklad pro s = 3 dostdvame

P(AiUAyUA3) = P(A1) + P(A) + P(A3) — P(A1 N Ag) —
— P(A1NA;) — P(A2NA;) + P(AL N Ay N A3).

Vypocet pravdépodobnosti nastoupeni alesponi jednoho z jevi Aj, Ao, ..., A lze zjednodusit
v nésledujicich dvou ptipadech:

e Pro s nesluditelnych jevi A, Ao, ..., A, plati
P(AJUAyU...UA) = P(A) + P(Ay) + -+ P(Ay).

e Pro s nezavislych jevi A;, Ay, ..., A, plati

P(AJUAU...UA,) =1— P(A))P(A,)--- P(A,).
Odvozeno uZitim de Morganova pravidla.

Priklad 2.3 O daném ndvrhu nezdvisle na sobé& hlasuji 3 osoby oznacené A, B a C'. Osoba A nebude
souhlasit s ndvrhem s pravdépodobnosti 0,7, osoba B nebude souhlasit s pravdépodobnosti 0,5 a osoba
C's pravdépodobnosti 0,3. Jak4 je pravdépodobnost, Ze ndvrh bude zamitnut, jestlize k zamitnut{ staci,
aby alespon jedna osoba nesouhlasila s ndvrhem?

Reseni:

P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)—
—P(ANB)—-P(ANC)—-P(BNC)+
+P(ANBNC) =

=0,7+0,50+0,3—
-0,7-0,5-0,7-0,3-0,5-0,3+
+0,7-0,5-0,3 = 0,895

nebo
P(AUBUC)=1-P(AUBUC)=1-P(ANBNC) =

—1-PA)-PB)-P(C)=1-0,3-05-0,7 = 0,895.
10
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Priklad 2.4 Z tplné sady 32 karet nahodné vybereme 1 kartu. Znaci-li jev A, Ze vytaZend karta je
zelend, jev B Ze vytaZend karta je eso, uréete pravdépodobnost jevit A, B, AN B, AU B. Jsou oba
jevy nezavislé?

Iéesvem’:P(A):%:%,P(B):%:%.Potom
1 11 1
P(ANB) = o5 = P(A)P(BJA) = | - = o,
P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(AnB) =+ + - — L 11
B 178 32 32
11 1
P(A)-P(B) = ;- ¢ = 35 = P(ANB).

Jevy A a B jsou nezavislé.

2.4 Formule tplné pravdépodobnosti a Bayesuv vzorec

Definice 2.2 Jevy Hy, Ho, ..., H, tvoii dplny systém neslucitelnych jevi, jestlize jsou vzdjemné
n

neslucitelné a | ) H; = Q.
i=1

Potom ziejmé plati

P <OH1> =P(HHUH,U...UH,) =
=P(H,) + P(Hy) + -+ P(H,) = Y  P(H;) = 1.

Dale se budeme za tohoto pfedpokladu zajimat o pravdépodobnost jevu A, kdyZ zndme podminéné
psti P(A|H;) apsti P(H;),i=1,2,...,n.

Véta 2.1 Za uvedenych predpokladi je pravdépodobnost jevu A rovna
P(A) = P(H;)P(A|H,).
=1

Uvedeny vztah nazyvame formuli iplné pravdépodobnosti jevu A

11
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Obrazek 3: Bayesuv vzorec

Jevy H; se nazyvaji hypotézami jevu A a o jevech Hy, Ho, ..., H, fikdme, Ze tvoii uplny systém
hypotéz jevu A.

Vime-li, Ze vysledkem nahodného pokusu je jev A, miZeme stanovit také podminéné pravdépo-
dobnosti P(H;|A) hypotéz H; vzhledem k jevu A pomoci Bayesova vzorce

P(H)P(AH)
3 PUH)PUAIH)

P(Hi|A) =

Vztah plyne z véty o ndsobeni pravdépodobnosti a z formule Gplné pravdépodobnosti.

Priklad 2.5 Na gymnaziu je v 3.A 13 chlapci a 16 dévcat, v 3.B je 14 chlapci a 12 dévcat. Ndhodné
vybereme v kazdé tiidé po 1 studentovi a z téchto 2 opét ndhodné vybereme jednoho. S jakou
pravdépodobnosti to bude chlapec?

Reseni: Oznaéme
jev A ...je to chlapec,
jev By ...jez3.A,
jev By ...jez3.B.
Ziejmé& P(B,) = P(B;) = 3, P(A/B1) = 2, P(A/B,) = 3. Uplna pravdépodobnost jevu A je
pak rovna
P(A)=P(B,)-P(A/B P(B A/B L 13 114—
(A) = P(B1) - P(A/By) + P(B) - P(A/By) = 5+ 55+ 5 - 5 = 0,493,

Priklad 2.6 Je znamo, Ze 90 % vyrobki odpovida standardu. Byla vypracovana zjednodusena kon-
trolni zkousSka, kterd u standardniho vyrobku da kladny vysledek s pravdépodobnosti 95 %, kdeZto
u vyrobku nestandardniho s pravdépodobnosti 20 %. Jaka je pravdépodobnost, Ze vyrobek, u kterého
zkouska probéhla kladné, je standardni?

Reseni: Oznaéme
jev A ... zkouska vyrobku dopadla kladné,

jev By ...vyrobek je standardni,
jev By ... vyrobek neni standardni.

12



Pravdépodobnost

Ziejmé P(B;) = 0,9, P(Bs) = 0,1, P(A/By) = 0,95, P(A/Bs) = 0,2. Pravdépodobnost, Ze
vyrobek, u néhoz zkouska dala kladny vysledek, je standardni, je tedy rovna
P(B,)-P(A/B
P<Blg QPSA/Bl> + P(Bs) - P(A/B)

= ’ d = 0,977.
0,9-0,95+0,1-0,2 ’
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kaoly pro samostatnou praci

1. Primyslové vyrabény filtr je podroben tiem riznym zkouskdm. Jev A; spocivd v tom, Ze filtr
obstoji v i-té zkousce, i = 1,2, 3. Pomoci jevi A; vyjadiete, Ze filtr obstoji
a) jen v 1. zkousce,
b) jen v 1. a 2. zkousce,
¢) ve vSech tiech zkousSkach,
d) alespon v jedné zkousSce,

13



Pravdépodobnost

e) alespoii ve dvou zkouskach,
f) pravé v jedné zkouSce,

g) pravé ve dvou zkouSkach,
h) nejvySe v jedné zkousSce.

2. Pokud se naucdite ke zkouSce z 50 otdzek pouze 25, jakou méte pravdépodobnost, Ze ze tii
vytazenych otdzek budete znat
a) vSechny 3,
b) pravée 2?

3. Vojensky prostor je stieZzen ze 6 pozorovatelen z celkového poctu 9 pozorovatelen. Nepritel
ostieluje 3 pozorovatelny. Jak4 je pravdépodobnost, Ze ostieluje
a) 3 obsazené pozorovatelny,
b) 2 obsazené a 1 neobsazenou pozorovatelnu,
c¢) alesponi 1 neobsazenou pozorovatelnu?

4. Na zastavku pfijizdi autobus linky A kazdych 15 minut a autobus linky B kazdych 20 minut.
Urcete pravdépodobnost, Ze od okamziku, kdy cestujici pfijde na tuto zastavku, ptijede
a) autobus A dfive neZ autobus B,
b) autobus A nebo autobus B do 5 minut.

5. Hodime postupné dvé hraci kostky. Urcete pravdépodobnosti v jednotlivych tlohdch a rozhodnéte,
zda formulované jevy jsou nezdvislé:
a) na druhé kostce bude pocet ok vétsi nez 2, kdyZ na prvni kostce padla 2 oka,
b) na obou kostkich bude soucet vétsi nez 6, kdyZ na prvni kostce padla 2 oka,
¢) na druhé kostce bude pocet ok mensi nez 4, kdyZ na prvni kostce padl lichy pocet ok,
d) na obou kostkdch bude soucet vétsi nez 9, kdyZ na prvni kostce padl sudy pocet ok.

6. Pfi zdsahu cile se rozsviti Zarovka. Na cil stfileji nezavisle na sobé 4 strelci, ktefi zasdhnou cil
s pravdépodobnostmi 0,55, 0,42, 0,36 a 0,22. Kazdy stielec vystfeli jedenkrat. Jak4 je pravdépo-
dobnost, Ze se zarovka
a) rozsviti,

b) nerozsviti?

7. V Ceté je 25 vojak, ktefi jsou rizné kvalitni stielci, 5 je vytecnych, 11 je dobrych, 7 je primérnych
a 2 jsou Spatni stielci. Pravdépodobnosti zasahu cile u téchto 4 skupin vojaku jsou 0,9, 0,7, 0,5
a0,3.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vojdk zasdhne jednim vysttelem cil?
b) Vybrany vojik cil nezasdhl. Mezi jaké vojaky s nejvétsi pravdépodobnosti patii?

Reseni:
l.a) A NANA;b) AiNAsNAs c) AN AN As;d) Ay U Ay U As;
e) (A1 N A NAs) U (AiNA;NAs) U (AN AyNA;s) U (AN AN Ay);
f) (A1 NA; N A3) U (A NANA3) U (AT NAsNAs)s ) (AN AN As) U (A N AN Ag) U
U (AN AN Asg)sh) (AN AN As) U (AN Ay N As) U (AN Ay N As) U (A N Ay N As);
2. a)0,117;b) 0,383;
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Pravdépodobnost

a) 0,238; b) 0,536; ¢) 0,762;

a) 5/8;b) 1/2;

a) 2/3; ano b) 1/3; ne c¢) 1/2; ano d) 2/9; ne;
a) 0,870; b) 0,130;

a) 0,652; b) mezi primérné.
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