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Katedra kvantitativńıch metod FVL UO Brno

4. PŘEDNÁŠKA
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Literatura
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Pravidlo o násobeńı pravděpodobnost́ı, nezávislost jev̊u

Pravidlo o sč́ıtáńı pravděpodobnost́ı

Formule úplné pravděpodobnosti a Bayes̊uv vzorec

Motivace

P(A) . . . numerické ohodnoceńı možnosti nastoupeńı jevu A p̌ri prováděńı
daného náhodného pokusu

Po provedeńı pokusu máme k dispozici nějakou doplňuj́ıćı informaci (nap̌r.
jev B) o výsledku sledovaného pokusu.

Lze této informace využ́ıt? Obecně ano! =⇒
P(A|B) . . . numerické ohodnoceńı možnosti nastoupeńı sledovaného jevu
A za této doplňuj́ıćı informace B
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daného náhodného pokusu
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Pravidlo o sč́ıtáńı pravděpodobnost́ı
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Podḿıněná pravděpodobnost

Necht’ P(A) je pravděpodobnost jevu A p̌ri daném systému podḿınek.
Připoj́ıme-li k tomuto systému daľśı podḿınku, tj. nastoupeńı jevu B, hovǒŕıme
o podḿıněné pravděpodobnosti jevu A za p̌redpokladu, že nastal jev B.

Definice

Podḿıněnou pravděpodobnost P(A|B) definujeme vztahem:

P(A|B) =
P(A ∩ B)

P(B)
, P(B) 6= 0.
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Př́ıklad 1

Jaká je pravděpodobnost, že p̌ri hodu dvěma kostkami padly 2 pětky, je-li
známo, že součet ok je dělitelný pěti?

jev A . . . padnou 2 pětky

jev B . . . součet je dělitelný 5
(1+4, 4+1, 2+3, 3+2, 4+6, 6+4, 5+5)
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Literatura
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Př́ıklad 1

P(A ∩ B) =
1

36

P(B) =
7

36

P(A/B) =
1

36
7

36

=
1

7
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Pravidlo o násobeńı pravděpodobnost́ı

Z p̌redchoźı definice vyjáďŕıme

P(A ∩ B) = P(A/B) · P(B) = P(B/A) · P(A).

Pravidlo o násobeńı pravděpodobnost́ı lze rozš́ı̌rit na i na pr̊unik s jev̊u
A1,A2, . . . ,As

P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ As) = P(A1)P(A2|A1) · · ·P(As |A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ As−1).

Pro 3 jevy plat́ı

P(A ∩ B ∩ C) = P(A) · P(B/A) · P(C/A ∩ B).
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Př́ıklad 2

Prvńı dělńık vyrob́ı denně 60 výrobk̊u, z toho 10 % zmetk̊u. Druhý dělńık vyrob́ı
denně 40 výrobk̊u, z toho 5 % zmetk̊u. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně
vybraný výrobek je zmetek a pocháźı od prvńıho resp. druhého dělńıka?
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Př́ıklad 2

jev A1 . . . výrobek pocháźı od 1. dělńıka

P(A1) =
60

100
=

6

10
= 0,6

jev A2 . . . výrobek pocháźı od 2. dělńıka

P(A2) =
40

100
=

4

10
= 0,4

jev B . . . výrobek je zmetek

P(B) =
6 + 2

100
=

8

100
= 0,08
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Formule úplné pravděpodobnosti a Bayes̊uv vzorec
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PRAVDĚPODOBNOST A STATISTIKA
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Formule úplné pravděpodobnosti a Bayes̊uv vzorec

Př́ıklad 2

Výrobek je zmetek a pocháźı od 1. dělńıka

P(A1 ∩ B) =?

Výrobek je zmetek, za podḿınky, že je od 1. dělńıka

P(B/A1) = 0,1

P(A1 ∩ B) = P(A1) · P(B/A1) = 0,6 · 0,1 = 0,06
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Př́ıklad 2

Výrobek je zmetek a pocháźı od 2. dělńıka

P(A2 ∩ B) =?

Výrobek je zmetek, za podḿınky, že je od 2. dělńıka

P(B/A2) = 0,05

P(A2 ∩ B) = P(A2) · P(B/A2) = 0,4 · 0,05 = 0,02
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Nezávislé jevy

Jestliže P(A/B) = P(A), ř́ıkáme, že jev A je nezávislý na jevu B. Nezávislost
dvou jev̊u je oboustranná. Je-li jev A nezávislý na jevu B, pak také jev B je
nezávislý na jevu A, tedy P(B/A) = P(B).

Jsou-li jevy A a B nezávislé, pak

P(A ∩ B) = P(A) · P(B).

Daný vztah je nutnou i postačuj́ıćı podḿınkou nezávislosti.
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Nezávislé jevy

Mějme množinu náhodných jev̊u Ai , i = 1, 2, . . . , n. U této množiny jev̊u
rozlǐsujeme nezávislost párovou (tj. nezávislost každé dvojice jev̊u) a
nezávislost vzájemnou. Jevy nazýváme vzájemně nezávislé (dále jen
nezávislé), právě když pro libovolnou podmnožinu {Ai1 ∩ · · · ∩ Air} množiny
{A1, . . . ,An} jev̊u, 2 ≤ r ≤ n, plat́ı

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Air ) = P(Ai1) · · ·P(Air ).

Tento vztah muśı platit pro všechny dvojice, trojice, atd. až n-tice náhodných
jev̊u A1, . . . ,An. Pro skupinu nezávislých jev̊u pak plat́ı

P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ As) = P(A1) · P(A2) · · ·P(As).
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Pravidlo o sč́ıtáńı pravděpodobnost́ı

Pst sjednoceńı libovolných jev̊u A a B se rovná

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B).

Obecně pro s libovolných jev̊u A1,A2, . . . ,As má pravidlo o sč́ıtáńı
pravděpodobnost́ı tvar

P(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ As) =
s∑

i=1

P(Ai )−
∑∑

P(Ai ∩ Aj) +

+
∑∑∑

P(Ai ∩ Aj ∩ Ak) + · · ·+

+ (−1)s−1P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ As)
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Formule úplné pravděpodobnosti a Bayes̊uv vzorec

Pravidlo o sč́ıtáńı pravděpodobnost́ı

Pst sjednoceńı libovolných jev̊u A a B se rovná

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B).

Obecně pro s libovolných jev̊u A1,A2, . . . ,As má pravidlo o sč́ıtáńı
pravděpodobnost́ı tvar

P(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ As) =
s∑

i=1

P(Ai )−
∑∑

P(Ai ∩ Aj) +

+
∑∑∑

P(Ai ∩ Aj ∩ Ak) + · · ·+

+ (−1)s−1P(A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ As)
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Nap̌ŕıklad pro s = 3 dostáváme

P(A1 ∪ A2 ∪ A3) = P(A1) + P(A2) + P(A3)− P(A1 ∩ A2)−
− P(A1 ∩ A3)− P(A2 ∩ A3) + P(A1 ∩ A2 ∩ A3).
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Výpočet psti nastoupeńı alespoň jednoho z jev̊u A1,A2, . . . ,As lze zjednodušit v
následuj́ıćıch dvou p̌ŕıpadech:

Pro s neslučitelných jev̊u A1,A2, . . . ,As plat́ı

P(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ As) = P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(As).

Pro s nezávislých jev̊u A1,A2, . . . ,As plat́ı

P(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ As) = 1− P(A1)P(A2) · · ·P(As).

Odvozeno užit́ım de Morganova pravidla.
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Odvozeno užit́ım de Morganova pravidla.
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Př́ıklad 3

O daném návrhu nezávisle na sobě hlasuj́ı 3 osoby označené A, B a C . Osoba
A nebude souhlasit s návrhem s pravděpodobnost́ı 0,7, osoba B nebude
souhlasit s pravděpodobnost́ı 0,5 a osoba C s pravděpodobnost́ı 0,3. Jaká je
pravděpodobnost, že návrh bude zaḿıtnut, jestliže k zaḿıtnut́ı stač́ı, aby
alespoň jedna osoba nesouhlasila s návrhem?
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Př́ıklad 3

P(A ∪ B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C)−
−P(A ∩ B)− P(A ∩ C)− P(B ∩ C)+
+P(A ∩ B ∩ C) =

= 0,7 + 0,5 + 0,3−
−0,7 · 0,5− 0,7 · 0,3− 0,5 · 0,3+
+0,7 · 0,5 · 0,3 = 0,895

nebo

P(A ∪ B ∪ C) = 1− P(A ∪ B ∪ C) = 1− P(A ∩ B ∩ C) =

= 1− P(A) · P(B) · P(C) = 1− 0,3 · 0,5 · 0,7 = 0,895
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Př́ıklad 4

Z úplné sady 32 karet náhodně vybereme 1 kartu. Znač́ı-li jev A, že vytažená
karta je zelená, jev B že vytažená karta je eso, určete pravděpodobnost jev̊u A,
B, A ∩ B, A ∪ B. Jsou oba jevy nezávislé?

P(A) =
8

32
=

1

4

P(B) =
4

32
=

1

8
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Př́ıklad 4

P(A ∩ B) =
1

32
= P(A)P(B/A) =

1

4
· 1

8
=

1

32

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B) =
1

4
+

1

8
− 1

32
=

11

32

P(A) · P(B) =
1

4
· 1

8
=

1

32
= P(A ∩ B)

Jevy A a B jsou nezávislé.
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Úplná pravděpodobnost

Definice

Jevy H1,H2, . . . ,Hn tvǒŕı úplný systém neslučitelných jev̊u, jestliže jsou

vzájemně neslučitelné a
n⋃

i=1

Hi = Ω.

Potom žrejmě plat́ı

P

(
n⋃

i=1

Hi

)
= P(H1 ∪ H2 ∪ . . . ∪ Hn) =

= P(H1) + P(H2) + · · ·+ P(Hn) =
n∑

i=1

P(Hi ) = 1.
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n⋃

i=1

Hi = Ω.
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Úplná pravděpodobnost

Dále se budeme za tohoto p̌redpokladu zaj́ımat o pst jevu A, když známe
podḿıněné psti P(A|Hi ) a psti P(Hi ), i = 1, 2, . . . , n.

'

&

$

%
A

Ω

pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p
pppppppp
pppppppp
p

c
c

c
c

c
c
cc

A
A
A
A
AA

�
�
�
�
��

�
�
�
��

H1
H2 H3

H4
H5

H6

H7
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Úplná pravděpodobnost

Věta

Za uvedených p̌redpokladů je pst jevu A rovna

P(A) =
n∑

i=1

P(Hi )P(A|Hi ).

Uvedený vztah nazýváme formuĺı úplné pravděpodobnosti jevu A

Jevy Hi se nazývaj́ı hypotézami jevu A a o jevech H1,H2, . . . ,Hn ř́ıkáme, že
tvǒŕı úplný systém hypotéz jevu A.
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Literatura
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Bayes̊uv vzorec

V́ıme-li, že výsledkem náhodného pokusu je jev A, můžeme stanovit také
podḿıněné pravděpodobnosti P(Hi |A) hypotéz Hi vzhledem k jevu A pomoćı
Bayesova vzorce

P(Hi |A) =
P(Hi )P(A|Hi )
n∑

j=1

P(Hj)P(A|Hj)
, i = 1, 2, . . . , n.

Vztah plyne z věty o násobeńı pravděpodobnost́ı a z formule úplné
pravděpodobnosti.
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Literatura
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Př́ıklad 5

Na gymnáziu je v 3.A 13 chlapc̊u a 16 děvčat, v 3.B je 14 chlapc̊u a 12 děvčat.
Náhodně vybereme v každé ťŕıdě po 1 studentovi a z těchto 2 opět náhodně
vybereme jednoho. S jakou pravděpodobnost́ı to bude chlapec?
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Př́ıklad 5

jev A . . . je to chlapec

jev B1 . . . je z 3.A

jev B2 . . . je z 3.B
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P(B1) = P(B2) = 1
2

P(A/B1) = 13
29

P(A/B2) = 14
26
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P(A) = P(B1) · P(A/B1) + P(B2) · P(A/B2) =
1

2
· 13

29
+

1

2
· 14

26
= 0,493
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Př́ıklad 6

Je známo, že 90 % výrobk̊u odpov́ıdá standardu. Byla vypracována
zjednodušená kontrolńı zkouška, která u standardńıho výrobku dá kladný
výsledek s pravděpodobnost́ı 95 %, kdežto u výrobku nestandardńıho s
pravděpodobnost́ı 20 %. Jaká je pravděpodobnost, že výrobek, u kterého
zkouška proběhla kladně, je standardńı?
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standardńı
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Formule úplné pravděpodobnosti a Bayes̊uv vzorec
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PRAVDĚPODOBNOST A STATISTIKA
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Př́ıklad 6

Pravděpodobnost, že výrobek, u něhož zkouška dala kladný výsledek, je
standardńı, je rovna

P(B1/A) =
P(B1) · P(A/B1)

P(B1) · P(A/B1) + P(B2) · P(A/B2)
=

=
0,9 · 0,95

0,9 · 0,95 + 0,1 · 0,2 = 0,977
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UO, 2005,126 s. ISBN 80-7231-025-9.
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