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Nahodna velicina
o Nahodna veli¢ina

o Pravd&podobnostni chovani n.v.
o Ciselné charakteristiky

PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA



Nahodna velid¢ina

Vysledky né&kterych ndhodnych pokusil jsou p¥imo vyjidFeny &iselng& (nap¥. p¥i
hodu kostkou padne 6). Ndhodnou veli¢inou budeme rozumét &iselné
ohodnoceni vysledku ndhodného pokusu.
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Nahodna velid¢ina

Vysledky né&kterych ndhodnych pokusil jsou p¥imo vyjidFeny &iselng& (nap¥. p¥i
hodu kostkou padne 6). Ndhodnou veli¢inou budeme rozumét &iselné
ohodnoceni vysledku ndhodného pokusu.

N&hodna velitina je redlnd funkce X(w) definovand na mnoZin& elementarnich
jeva Q. Kazdému elementarnimu jevu w z mnoZiny Q pfifazuje pravé jedno
redlné &islo X(w) = x. Obor hodnot veliginy X je mnoZina

M = {x; X(w) = x}, tj. X: Q — M.
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Nahodna velid¢ina

Vysledky né&kterych ndhodnych pokusil jsou p¥imo vyjidFeny &iselng& (nap¥. p¥i
hodu kostkou padne 6). Ndhodnou veli¢inou budeme rozumét &iselné
ohodnoceni vysledku ndhodného pokusu.

N&hodna velitina je redlnd funkce X(w) definovand na mnoZin& elementarnich
jeva Q. Kazdému elementarnimu jevu w z mnoZiny Q pfifazuje pravé jedno
redlné &islo X(w) = x. Obor hodnot veliginy X je mnoZina

M = {x; X(w) = x}, tj. X: Q — M.

Ndhodné veli¢iny zna&ime velkymi pismeny z konce abecedy X, Y, ... (pfFip.
Xi, X2, ...) a jejich konkrétni realizace malymi pismeny x,y,.... Pomoci
ndhodnych veli¢&in miZeme zavést ndhodné jevy napt.

X =x,X <x,x1 <X < x2 a podobné.
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Diskrétni a spojitad n.v.

Ndhodnou veli¢inou je nap¥. Zivotnost vyrobku, kterd mizZe teoreticky nabyt
jakékoli nezaporné hodnoty, doba &ekani na obsluhu, u niZ je rovnéz

M = {x; x > 0}, potet poruch na za¥izeni b&hem 100 hodin provozu, kde
M={x;x=0,1,2,3,... }.
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Diskrétni a spojitad n.v.

Ndhodnou veli¢inou je nap¥. Zivotnost vyrobku, kterd mizZe teoreticky nabyt
jakékoli nezaporné hodnoty, doba &ekani na obsluhu, u niZ je rovnéz

M = {x; x > 0}, potet poruch na za¥izeni b&hem 100 hodin provozu, kde
M={x;x=0,1,2,3,... }.

Podle oboru hodnot M rozdélujeme ndhodné veli¢iny na
o diskrétni (nespojité) ... M je kone¥na nebo spotetnd mnozina,

@ spojité ... M je uzavfeny nebo otevfeny interval.
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Diskrétni a spojitad n.v.

Priklady:

o Diskrétni ndhodnd veli¢ina: po&et &lenii domdcnosti (M = {1,2,...}),
polet poruch stroje b&hem jedné pracovni smény (M = {0,1,2,...}),
potet rozbitych lahvi v zdsilce 1000 lahvi (M = {0,1,2,...,1000}), pocet
narozenych chlapc mezi 500 novorozefiaty (M = {0,1,2,...,500}),
apod.
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Diskrétni a spojitad n.v.

Priklady:

o Diskrétni ndhodnd veli¢ina: po&et &lenii domdcnosti (M = {1,2,...}),
polet poruch stroje b&hem jedné pracovni smény (M = {0,1,2,...}),
potet rozbitych lahvi v zdsilce 1000 lahvi (M = {0,1,2,...,1000}), pocet
narozenych chlapc mezi 500 novorozefiaty (M = {0,1,2,...,500}),
apod.

@ Spojitd ndhodnd veli¢ina: hmotnost rohliku (M = (0, c0)), mnoZstvi
alkoholu v destildtu mé&fené v procentech (M = (0,100)), hodnota
elektrického napéti v rozvodné siti (M = (0, 00)), doba &ekdni na vlak
metra, ktery jezdi v pravidelnych 10-ti minutovych intervalech
(M = (0,10)) apod.
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Zakon rozdéleni pravdépodobnosti

Pro tplny popis ndhodné veli¢iny je nutné znat nejen mnoZinu hodnot M, ale
i pravdépodobnosti vyskytu té&hto hodnot (zdkon rozdéleni ndhodné veliciny).

Zakon rozdéleni pravdépodobnosti — pravidlo, které kaZzdé mnoziné B hodnot
ndhodné veli¢iny pfifazuje pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina nabude
hodnoty z mnoZziny B.
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Zakon rozdéleni pravdépodobnosti

Popis ndahodné veli¢iny provadime nejéastéji pomoci funkci a pomoci
charakteristik. Budeme definovat

o distribu¢ni funkci F(x),
@ pravd&podobnostni funkci p(x),

@ funkci hustoty pravdépodobnosti f(x).
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Zakon rozdéleni pravdépodobnosti

Popis ndahodné veli¢iny provadime nejéastéji pomoci funkci a pomoci
charakteristik. Budeme definovat

o distribu¢ni funkci F(x),
@ pravd&podobnostni funkci p(x),

@ funkci hustoty pravdépodobnosti f(x).

Déle zavedeme
o charakteristiky polohy,
@ charakteristiky variability,

@ charakteristiky koncentrace.
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Distribuéni funkce

Distribu&ni funkce F(x) ndhodné velitiny X pFifazuje kazdému redlnému &islu
x pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X nabude hodnoty mensi nebo rovné
&islu x, tedy

F(x) = P(X < x).
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Distribuéni funkce

Vlastnosti distribuéni funkce F(x):
1. pro kazdé redlné &islo x plati 0 < F(x) <1,
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Distribuéni funkce

Vlastnosti distribuéni funkce F(x):
1. pro kazdé redlné &islo x plati 0 < F(x) <1,

2. F(x) je neklesajici, zprava spojitd funkce,
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Distribuéni funkce

Vlastnosti distribuéni funkce F(x):
1. pro kazdé redlné &islo x plati 0 < F(x) <1,
2. F(x) je neklesajici, zprava spojitd funkce,

3. pro kazdou distribuéni funkci plati

lim F(x)=0, lim F(x)=1,
X—>00

X—r— 00

pokud je M = {x;x € (a,b)}, potom F(a) =0a F(b) =1,
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Distribuéni funkce

Vlastnosti distribuéni funkce F(x):
1. pro kazdé redlné &islo x plati 0 < F(x) <1,
2. F(x) je neklesajici, zprava spojitd funkce,

3. pro kazdou distribuéni funkci plati

lim F(x)=0, lim F(x)=1,
X—>00

X—r— 00

pokud je M = {x;x € (a,b)}, potom F(a) =0a F(b) =1,
4. pro kaZzda redlnd &isla x1 < xo plati

P(X1 < X< X2) = F(XQ) — F(X1).
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Distribuéni funkce

Vlastnosti distribuéni funkce F(x):
1. pro kazdé redlné &islo x plati 0 < F(x) <1,
2. F(x) je neklesajici, zprava spojitd funkce,

3. pro kazdou distribuéni funkci plati

lim F(x)=0, lim F(x)=1,
X—>00

X—r— 00

pokud je M = {x;x € (a,b)}, potom F(a) =0a F(b) =1,
4. pro kaZzda redlnd &isla x1 < xo plati

P(X1 < X< X2) = F(XQ) — F(X1).

Il Pomoci distribu&ni funkce se popisuji diskrétni i spojité n.v..
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Pravdépodobnostni funkce

Pro popis diskrétni n. v. se pouzivd (mimo F(x)) také pravd&podobnostni
funkce.

Pravdépodobnostni funkce p(x) kaZzdému redlnému &islu x p¥itazuje
pravd&podobnost, 7e ndhodna veli¢ina nabude této hodnoty, tedy
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Pravdépodobnostni funkce

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce p(x):
1. pro kaZdé redlné &islo x plati 0 < p(x) <1,
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Pravdépodobnostni funkce

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce p(x):
1. pro kaZdé redlné &islo x plati 0 < p(x) <1,
2. soulet pravdépodobnosti pfes cely obor hodnot n.v. je roven 1, tedy

Z p(x) =1.

xeM
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Pravdépodobnostni funkce

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce p(x):
1. pro kaZdé redlné &islo x plati 0 < p(x) <1,

2. soulet pravdépodobnosti pfes cely obor hodnot n.v. je roven 1, tedy

Z p(x) =1.

xeM

3. pro kazdé redlné &islo x plati

Flx) = P(X <x)= 3 p(x),

x; <x
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Pravdépodobnostni funkce

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce p(x):
1. pro kaZdé redlné &islo x plati 0 < p(x) <1,
2. soulet pravdépodobnosti pfes cely obor hodnot n.v. je roven 1, tedy

Z p(x) =1.

xeM

3. pro kazdé redlné &islo x plati

Flx) = P(X <x)= 3 p(x),

x; <x

4. pro kazd3 2 redlnd &isla x1 a x2 (x1 < x2) plati

X2

Pxi < X <x)= Z p(xi).

Xj=x1
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Pravdépodobnostni funkce

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce p(x):
1. pro kaZdé redlné &islo x plati 0 < p(x) <1,
2. soulet pravdépodobnosti pfes cely obor hodnot n.v. je roven 1, tedy

Z p(x) =1.

xeM

3. pro kazdé redlné &islo x plati

Flx) = P(X <x)= 3 p(x),

x; <x

4. pro kazd3 2 redlnd &isla x1 a x2 (x1 < x2) plati

X2

Pxi < X <x)= Z p(xi).

Xj=x1

PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA



Pravdépodobnostni funkce

Pravdépodobnostni funkci p(x) miZeme vyjad¥it:

@ tabulkou,

X X1 Xo Xi >
p(x) || p(a) | pOx) | - | p0x) | - || 1
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Pravdépodobnostni funkce

Pravdépodobnostni funkci p(x) miZeme vyjad¥it:

@ tabulkou,

X X1 Xo Xi >
p(x) || p(a) | pOx) | - | p0x) | - || 1

@ matematickym vzorcem, napt.

[ m(l—-m)* pro x=0,1,2,...,
px) = { 0 jinak,

kde 7 je dana pravdépodobnost.
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Pravdépodobnostni funkce

e grafem [x, p(x)],
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Priklad

St¥elec md celkem 3 ndboje a st¥ili na cil aZz do prvniho zdsahu nebo dokud
nevystFili vdechny ndboje. Pravdépodobnost zdsahu cile p¥i jednom vyst¥elu

je 0,6. Ndhodn3 veli¢ina X pFedstavuje polet vystfelenych ndbojl. Popiste tuto
ndhodnou veli¢inu pomoci pravdépodobnostni a distribuéni funkce. Jaka je
pravdépodobnost, Ze polet vystfelenych ndboji nebude vétsi nez 27
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Priklad

Jedna se o diskrétni ndhodnou velié¢inu, kterd miZe nabyvat pouze hodnot 1, 2
nebo 3. Obor hodnot této ndhodné velitiny je tedy M = {1,2,3}. Ur&ime nyn{
hodnoty pravdépodobnostni funkce:

o p(1)=P(X=1)=06,
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Priklad

Jedna se o diskrétni ndhodnou velié¢inu, kterd miZe nabyvat pouze hodnot 1, 2
nebo 3. Obor hodnot této ndhodné velitiny je tedy M = {1,2,3}. Ur&ime nyn{
hodnoty pravdépodobnostni funkce:

o p(1)=P(X =1) =0,
o p(2) =P(X =2)=0,4-0,6=0,24,
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Priklad

Jedna se o diskrétni ndhodnou velié¢inu, kterd miZe nabyvat pouze hodnot 1, 2
nebo 3. Obor hodnot této ndhodné velitiny je tedy M = {1,2,3}. Ur&ime nyn{
hodnoty pravdépodobnostni funkce:

o p(1)=P(X =1) =06,
o p(2)=P(X=2)=04-0,6=0,24,
o p(3)=P(X=3)=04-0,4-06+0,4-04-04=04-04=0,16.
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Priklad

Jedna se o diskrétni ndhodnou velié¢inu, kterd miZe nabyvat pouze hodnot 1, 2
nebo 3. Obor hodnot této ndhodné velitiny je tedy M = {1,2,3}. Ur&ime nyn{
hodnoty pravdépodobnostni funkce:

o p(1)=P(X=1)=0,6,

e p(2)=P(X=2)=0,4-0,6=0,24,

e p3)=P(X=3)=04-04-06+0,4-0,4-0,4=0,4-0,4=0,16.
Hodnota pravd&podobnostni funkce v bod& 1 odpovida tomu, Ze cil je zasaZen
p¥i 1. vystfelu, hodnota pravdépodobnostni funkce v bod& 2 odpovida
moZnosti, Ze 1. vystfel je mimo, 2. vyst¥el zasdhne cil, hodnota v bodé& 3 (byly
pouZity vdechny 3 ndboje) odpovidd tomu, Ze cil byl bud' zasaZen a% 3.
vystfelem, nebo nebyl zasaZen viibec.
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Priklad

Vysledky shrneme do tabulky.

X 1 2 3 >
p(x) || 0.6 | 024 | 016 || 1

Pravdépodobnostni funkci miZeme pomoci vzorce vyjadFit

0,6-041 x=1,2,
p(X) = 0742 x =3,
0 jinak.
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Priklad

Ur&ime nyni n&které hodnoty funkce F(x):

° F(0)=P(X<0)=0,
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Priklad

Ur&ime nyni n&které hodnoty funkce F(x):
e F(0)=P(X<0)=0,
e F(1)=P(X <1)=p(1)=0,6,
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Priklad

Ur&ime nyni n&které hodnoty funkce F(x):
e F(0)=P(X<0)=0,
e F(1)=P(X <1)=p(1)=0,6,
o F(15) = P(X <15) = P(X < 1) = p(1) = 0,6,
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Priklad

Ur&ime nyni n&které hodnoty funkce F(x):

F(0) = P(X < 0) =0,
F(1) = P(X < 1) = p(1) = 0,
F(15) =P(X <15)=P(X <1)=p(1) =00,
F(2) = P(X <2) = p(1) + p(2) = 0,84,
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Priklad

Ur&ime nyni n&které hodnoty funkce F(x):
F(0)=P(X <0)=0,
F(1) = P(X < 1) = p(1) = 0,
F(15) =P(X <15)=P(X <1)=p(1) =00,
F(2) = P(X <2) = p(1) + p(2) = 0,84,
F(3) = P(X <3) = p(1) + p(2) + p(3) = 1,
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Priklad

Ur&ime nyni n&které hodnoty funkce F(x):

e F(0)=P(X <0)=0,

o F(1) = P(X < 1) = p(1) = 0,6,

o F(15) = P(X <15) = P(X < 1) = p(1) = 0,6,
o F(2) = P(X < 2) = p(1) + p(2) = 0,84,

° F(3)=P(X <3)=p(1)+p(2) +p(3) =1,

o F(4)=P(X <4)=p(1)+p(2) +p(3)=1.
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Priklad

Tyto vysledky miZeme shrnout do vzorce

0 x <1,

06 1<x<2,
F)=19 084 2<x<3

1 x> 3.
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Priklad

1
0.6 4 09
9
08
06 4
07
04 1 08 o
g Zos
S0a 1 i
04
02 1 03
02
04 1
01
o n . .
] 1 2 3 ) 0 1 2 3 4
x x

Obrazek: Pravdépodobnostni a distribuéni funkce
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Priklad

Vypod&itame nyni pravd&podobnost, Ze polet vystfelenych naboji nebude v&tsi
nez 2.

P(X <2)=P(X =1)+ P(X =2) = p(1) + p(2) = F(2) =
=0,6 40,24 = 0,84.
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Funkce hustoty pravdépodobnosti

Pro popis spojité n. v. se pouZivd mimo F(X) také:

Hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné veliciny X je nezdporna funkce f(x)
takova, Ze

X

F(x) = / f(t)dt,x € R.

—00
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Funkce hustoty pravdépodobnosti

Vlastnosti funkce f(x):

1. T f(x)dx = [f(x)dx =1,
—o0 M
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Funkce hustoty pravdépodobnosti

Vlastnosti funkce f(x):

1. T f(x)dx = [f(x)dx =1,
—o0 M

2. f(x) = dZ(XX) = F’(x), pro v&echna x, kde derivace existuje,
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Funkce hustoty pravdépodobnosti

Vlastnosti funkce f(x):

1. T f(x)dx = [f(x)dx =1,
—o0 M

2. f(x) = dZ(XX) = F’(x), pro v&echna x, kde derivace existuje,

3. Pa<X<x)=Pki<X<x)=Pki<X<x)=Pkxki<X<
2

x2) = F(x2) — F(x1) = [ F(x)dx

X1
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Funkce hustoty pravdépodobnosti

Vlastnosti funkce f(x):

1. T f(x)dx = [f(x)dx =1,
—o0 M

2. f(x) = dZ(XX) = F’(x), pro v&echna x, kde derivace existuje,

3. Pa<X<x)=Pki<X<x)=Pki<X<x)=Pkxki<X<
2

x2) = F(x2) — F(x1) = [ F(x)dx

X1

Odtud plyne, Ze pro spojitou ndhodnou veliginu je vidy P(X = x) = 0.
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Funkce hustoty pravdépodobnosti

Funkci f(x) miZeme vyjadfit vzorcem a grafem, nap¥.

Flx) = %e’%? pro x > 2,
0 pro x < 2.

02f

(X

01f
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Priklad

Nédhodna veli¢ina X ma rozdéleni popsané funkci hustoty pravdépodobnosti

[ XP(1-x) 0<x<1,
F) = { 0 jinak.

Urcete konstantu c tak, aby funkce f(x) byla funkci hustoty pravd&podobnosti.
Stanovte pfislusnou distribuéni funkci. Uréete pravdépodobnost
P(0,2 < X <0,8).
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Priklad

Pro funkci hustoty musf platit, Ze [ f(x)dx = 1. Ur&ime tedy integrdl

M

1 1 3 471

Ofcx2(1—x)dx:co(xz—x3)dx:c[%—%]0:
S

odkud dostdvame ¢ = 12.
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Priklad

Distribu&ni funkci uréime pomoci vztahu v definici hustoty pravd&podobnosti
Pro 0 < x < 1 plati

F(x) = f12t 1—t)dt_12f £)dt = 12 [?—%]::
_12[7_7} —4x3 —3x
0 x <0,
Fix)={ x*(4-3x) 0<x<1,
1 jinak.
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Obrazek: Funkce hustoty pravd&podobnosti a distribu&ni funkce
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Priklad

Nejprve uréime pravdépodobnost P(0,2 < X < 0,8) pomoci funkce hustoty

pravdépodobnosti
0,8
0,8
P(02 < X <0,8) = /12x2(1 — X)dx = [4x3 - 3x4} —0,792.
0,
0,2
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Priklad

Nejprve uréime pravdépodobnost P(0,2 < X < 0,8) pomoci funkce hustoty

pravdépodobnosti
0,8
0,8
P(02 < X <0,8) = /12x2(1 — X)dx = [4x3 - 3x4} —0,792.
0,
0,2

Zname-li distribu&ni funkci, je vypolet snadné&;si

P(0,2 < X < 0,8) = F(0,8) — F(0,2) =
=0,8%4—-3-0,8) —0,2°(4 —3-0,2) = 0,792.
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Priklad

Ndhodna veli¢ina X ma rozdéleni popsané distribuéni funkci

0 x <0,
F(X)_{ 1—e ™ x>0.

Urcete funkci hustoty pravdépodobnosti.
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Priklad

dF(x)
dx

Pro funkci hustoty pravdépodobnosti plati f(x) = . Pomoci derivaci

dostdvame (Z(1—e ) =€)

0 x<0,
f(x):{ e~ X;O.
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Charakteristiky polohy

Distribu¢ni funkce F(x) (resp. p(x) nebo f(x)) poddva o ndhodné veliting
Uplnou informaci. V praxi je uZite€né znat n&jaké koncentovangjsi a prehledné;si
vyjad¥eni této informace. K takovému popisu se pouZivaji &iselné
charakteristiky, které dé€lime na charakteristiky polohy, variability a koncentrace.
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Charakteristiky polohy

Distribu¢ni funkce F(x) (resp. p(x) nebo f(x)) poddva o ndhodné veliting
Uplnou informaci. V praxi je uZite€né znat n&jaké koncentovangjsi a prehledné;si
vyjad¥eni této informace. K takovému popisu se pouZivaji &iselné
charakteristiky, které dé€lime na charakteristiky polohy, variability a koncentrace.

NejdileZit&jsimi charakteristikami polohy jsou:
@ stfedni hodnota,

@ kvantily (median, horni a dolni kvartil, ...),

@ modus.
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Stfedni hodnota

Definice

St¥edni hodnota E(X) ndhodné velitiny X (n&kdy oznaovdna jako ) urcuje
hodnotu, kolem niZ ndhodnad veli¢ina kolisa. V pfipadé diskrétni nahodné
veli¢iny je definovana vztahem

EX) = 3 (),

xeEM

pro spojitou ndahodnou veli¢inu vztahem

E(X) :/Xf(x)dx

M

za predpokladu, Ze ¥ada resp. integral konverguje absolutné.
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Stfedni hodnota

Uvedeme nyni struéné nékteré vlastnosti stfedni hodnoty:
1. E(k) = k, kde k je lib. konstanta
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Stfedni hodnota

Uvedeme nyni struéné nékteré vlastnosti stfedni hodnoty:
1. E(k) = k, kde k je lib. konstanta
2. E(kX) = kE(X),

PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA



Stfedni hodnota

Uvedeme nyni struéné nékteré vlastnosti stfedni hodnoty:
1. E(k) = k, kde k je lib. konstanta
2. E(kX) = kE(X),
3. E(Xi+Xo+ - 4 Xi) = E(X1) + E(X2) + -+ - 4+ E(X5),
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Stfedni hodnota

Uvedeme nyni struéné nékteré vlastnosti stfedni hodnoty:
1. E(k) = k, kde k je lib. konstanta
2. E(kX) = kE(X),
3. E(Xi+Xo+ - 4 Xi) = E(X1) + E(X2) + -+ - 4+ E(X5),
4. E(XiXa... Xn) = E(X1)E(X2) ... E(Xh), jsou-li X1, Xa,..., Xa nezdvislé.
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100P% kvantil xp ndhodné veli¢iny s rostouci distribu¢ni funkci je takova
hodnota nahodné veli¢iny, pro kterou plati

P()(SXP):F(XP):P7 O0<P<1.
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o Kvantil xo50 se nazyvd medidn Me(X), plati tedy

P(X < Me(X)) = P(X > Me(X)) = 0,50,
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o Kvantil xo50 se nazyvd medidn Me(X), plati tedy

P(X < Me(X)) = P(X > Me(X)) = 0,50,

o Kvantil xg,25 se nazyva dolni kvartil,
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o Kvantil xo50 se nazyvd medidn Me(X), plati tedy

P(X < Me(X)) = P(X > Me(X)) = 0,50,

o Kvantil xg,25 se nazyva dolni kvartil,

o kvantil xo,75 je horni kvartil.

Vybrané kvantily dileZitych rozdéleni jsou tabelovény.
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Modus Mo(X) je hodnota ndhodné veli€iny s nejvétsi pravdépodobnosti (pro
diskrétni ndh. veli¢inu), resp. hodnota, ve které ma funkce f(x) maximum (pro
spojitou nah. veliginu).
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Modus Mo(X) je hodnota ndhodné veli€iny s nejvétsi pravdépodobnosti (pro
diskrétni ndh. veli¢inu), resp. hodnota, ve které ma funkce f(x) maximum (pro

spojitou nah. veliginu).

Nahodn3d veli¢ina miZe mit 2 i vice modi.
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Priklad

Urcete stfedni hodnotu a modus nahodné veli¢iny udavajici poéet vystfelenych
ndbojl pFi 3 vysttelech
06-0471 x=1,2,
p(X) = 0742 x =3,
0 jinak.
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Priklad

St¥edni hodnotu ur&ime z defini¢niho vztahu

3
E(x)=) xip(x)=1-06-04"+2-0,6-04"+3-0,4> =1,56.

i=1

PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA



Priklad

St¥edni hodnotu uréime z defini¢niho vztahu
3
E(x)=) xip(x)=1-06-04"+2-0,6-04"+3-0,4> =1,56.
i=1
Modus uréuje hodnotu ndahodné veli¢iny s nejvétsi pravdépodobnosti, cozZ je v
nadem p¥ipadé Mo(X) = 1, nebot hodnota pravdépodobnostni funkce je

p(1) =0,6.
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Priklad

Nédhodna veli¢ina X ma rozdéleni popsané funkci hustoty pravdépodobnosti

[ 12¥%(1-x) 0<x<1,
F) = { 0 jinak.

Uréete stfedni hodnotu a modus této ndhodné veli¢iny.
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Priklad

St¥edni hodnotu ur&ime z defini¢niho vztahu

X

E(X) = /le(x)dx /lx-12x2(1x) =12 {X{ _ ;I —

3
= =06.
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Priklad

St¥edni hodnotu ur&ime z defini¢niho vztahu

=0,6.

1
xt X }
0

E(X)/Ixf(x)dx/lx'12x2(1x)12 {77 3 %

Modus u spojité ndhodné veli¢iny uréuje maximum funkce hustoty
pravd&podobnosti. Budeme hledat maximum funkce f(x) na intervalu
0<x<1, £ [12x°(1 - x)] =12(2x — 3x%) = 0, odkud x(2 — 3x) = 0, tedy

x = 0 nebo x = 2/3. Funkce hustoty pravd&podobnosti nabyva svého maxima v
bod& x = 2/3, proto ma modus hodnotu Mo(X) = 2/3.
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Priklad

Uréete median, horni a dolni kvartil ndhodné veli¢iny X s distribuéni funkef

1-% x>1,
F(X):{ ()X3 x < 1.
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Priklad

Pro kvantil ndhodné veli¢iny plati F(xp) = P. V nasem p¥ipadé

S
Xp
odkud dostavame 1
Xp = 3 1 = P
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Priklad

Pro kvantil ndhodné veli¢iny plati F(xp) = P. V nasem p¥ipadé

e
Xp

odkud dostavame 1
Xp =

Vi—P

Dosazovanim do daného vzorce ziskdme kvantily:

medidn X0,50 = ﬁ = 1,260,
dolni kvartill X025 = ﬁ = 1,101,
horni kvartil  xp,75 = Vo 1,587.
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Charakteristiky variability

Zakladni a nejpouzivangjsi charakteristiky variability jsou:
o rozptyl,

@ smérodatnd odchylka.
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Charakteristiky variability

Zakladni a nejpouzivangjsi charakteristiky variability jsou:
o rozptyl,

@ smérodatnd odchylka.

Rozptyl je &islo, které charakterizuje proménlivost hodnot ndhodné veli¢iny
kolem jeji stfedni hodnoty s pFihlédnuti k jejich pstem.
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Charakteristiky variability

Definice

Rozptyl D(X) ndhodné velitiny X (n&kdy oznaovany jako ¢?) je obecn&
definovdn vztahem

D(X) = E{[X — E(X)]*}.
V ptipadé& disktrétni ndhodné velié¢iny uréime rozptyl ze vztahu
D(X) = E%A[X — E(X)Pp(x),
x€

pro spojitou ndhodnou veli¢inu

D(X) = Ié[x — E(X)J?f(x)dx.
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Rozptyl

vvvvvv

1. D(k) =0, kde k je lib. konstanta
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Rozptyl

vvvvvv

1. D(k) =0, kde k je lib. konstanta
2. D(kX) = k*D(X),
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Rozptyl

vvvvvv

1. D(k) =0, kde k je lib. konstanta
2. D(kX) = k*D(X),
3. D(X +Y) = D(X)+ D(Y), jsou-li X a Y nezavislé
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Rozptyl

vvvvvv

1. D(k) =0, kde k je lib. konstanta

2. D(kX) = k*D(X),

3. D(X+ Y) = D(X)+ D(Y), jsou-li X a Y nezavislé
4. D(X) > 0 pro kazdou n. v.,
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Rozptyl

vvvvvv

1. D(k) =0, kde k je lib. konstanta
2. D(kX) = k*D(X),
3. D(X +Y)=D(X)+ D(Y), jsou-li X a Y nezdvislé
4. D(X) > 0 pro kazdou n. v.,
5. vypocetni tvar:
D(X) = E(X?) — E(X)?,
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Rozptyl

tzn. pro diskrétni n. v.

D(X) = 3 p(x) — E(X)",
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Rozptyl

tzn. pro diskrétni n. v.
D(X) = > x*p(x) — E(X)?,
M

a pro spojitou n. v.

D(X) = A£x2f(x)dx — E(X)%
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Rozptyl

tzn. pro diskrétni n. v.
D(X) = X x%p(x) — E(X)?,
M
a pro spojitou n. v.
D(X) = [ x*f(x)dx — E(X)*.

M

QOdvozeni 5. vlastnosti:
D(X) = E[X — E(X)]? = E[X? — 2XE(X) + E(X)?] =
E(X?) — E[2XE(X)] + E[E(X)?] = E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)? = E(X?) — E(X)?
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Smérodatnd odchylka

Smérodatna odchylka o(X) ndhodné veli¢iny X je definovdna jako odmocnina

z rozptylu

o(X) = v/D(X).

Smérodatna odchylka je vyjad¥ena je stejnych jednotkach jako ndhodna veli¢ina
X.
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A

p1 < po < py
0] =09 =03

N~

238

M2

w3

f(=)

Bo= = 2 = 3
g1 < 03 < 03

Obrazek: Vzajemny vztah mezi stfedni hodnotou a rozptylem
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Priklad

Urlete rozptyl a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny uddvajici polet
vystfelenych nabojl pfi 3 vystfelech
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Priklad

St¥edni hodnotu této ndhodné veli¢iny jsme spoditali, ma hodnotu
E(X) = 1,56. Pro vypotet rozptylu pouZije vypoletni tvar
D(X) = E(X?) — E(X)?,

PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA



Priklad

St¥edni hodnotu této ndhodné veli¢iny jsme spoditali, ma hodnotu
E(X) = 1,56. Pro vypotet rozptylu pouZije vypoletni tvar
D(X) = E(X?) — E(X)?, musime ur&it hodnotu

3
E(X?) =Y x®p(x) =Y xPp(x) =12 0,6 +2°-0,24+ 30,16 = 3,
i=1

xeM
potom

D(X) =3 — 1,56 = 0,566.
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Priklad

St¥edni hodnotu této ndhodné veli¢iny jsme spoditali, ma hodnotu
E(X) = 1,56. Pro vypotet rozptylu pouZije vypoletni tvar
D(X) = E(X?) — E(X)?, musime ur&it hodnotu

3
E(X?) =Y x®p(x) =Y xPp(x) =12 0,6 +2°-0,24+ 30,16 = 3,
xeEM i=1

potom
D(X) =3 — 1,56 = 0,566.

Smérodatnd odchylka je odmocnina z rozptylu

o(X) = /D(X) = 0,753.
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Priklad

Ur&ete rozptyl a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny X posanou funkci

C[12x%(1-x)0< x < 1,
Fix) = { 0 jinak.
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Priklad

St¥edni hodnota této ndhodné veli¢iny byla uréena d¥ive, ma hodnotu
E(X) = 3/5. Podobné jako v ptedchazejici p¥ikladé pouZijeme vypotetni tvar
rozptylu D(X) = E(X?) — E(X)?, tedy

)

1 1
E(X?) = [ x*f(x)dx = [ x* - 12x3(1 — x)dx = 12 [% - ﬂ
M 0 0

— 2 _
—5—0,4,
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Priklad

St¥edni hodnota této ndhodné veli¢iny byla uréena d¥ive, ma hodnotu
E(X) = 3/5. Podobné jako v ptedchazejici p¥ikladé pouZijeme vypotetni tvar

rozptylu D(X) = E(X?) — E(X)?, tedy

1 1
E(X?) = [ x*f(x)dx = [ x* - 12x3(1 — x)dx = 12 [§ - ﬂ
M 0 0
=2=04,
potom
2 3\’ 1
DX)=2-(2) == =004
X =5 (5) 25
Smé&rodatnd odchylka je rovna
o(X) = /D(X) = % —0.2.
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Charakteristiky koncentrace

Nyni se budeme zabyvat charakteristikami popisujimi tvar rozdéleni, p¥edeviim
symetrii a $piéatost. Tyto charakteristiky jsou definovany pomoci momenti.
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Charakteristiky koncentrace

Definice

Obecny moment r-tého stupné p, ndhodné veliginy X je definovadn vztahem
ur(X)=E(X") pror=1,2,....
V ptipad& disktrétni ndhodné veliéiny jej uréime ze vztahu
ur(X) = > xi p(xi),
M
pro spojitou ndhodnou veli¢inu

ur(X) = A{x'f(x)dx.
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Charakteristiky koncentrace

Definice
Centralni moment r-tého stupné i, ndhodné veli¢iny X je definovan vztahem

wr(X)=E[X — E(X)]" pror=2,3,....

V pfipadé& disktrétni ndhodné veli¢iny jej uréime ze vztahu

(X)) = %j[x,- — E(X)]"p(x),

pro spojitou ndahodnou veli¢inu
1r(X) = [Ix — EQO] F(x)k.
M
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Koeficient §ikmosti

Koeficient sikmosti ai3(X) je definovdn vztahem

_ pa(X)
CM3(X) = (T(X)a'
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Koeficient §ikmosti

Koeficient sikmosti ai3(X) je definovdn vztahem

_ ks(X)
CM3(X) = (T(X)a'

Podle hodnot koeficientu ikmosti miZeme poznat, zda je rozdé&leni symetrické
nebo je zeSikmené. Je-li

e a3z = 0, je rozdé&leni symetrické,
@ a3 < 0, je rozdéleni zeSikmené doprava,

@ a3z > 0, je rozdéleni zeSikmené doleva.
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Koeficient §ikmosti

as <0

as >0

Obrazek: Koeficient ikmosti
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Koeficient Spicatosti

Koeficient 3picatosti as(X) je definovan vztahem

_ma(X)
Ot4(X)— O’(X)4 3
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Koeficient Spicatosti

Koeficient 3picatosti as(X) je definovan vztahem

_ma(X)
Ot4(X)— O’(X)4 3

Podle hodnot koeficientu $piéatosti miizeme poznat, zda je rozdéleni ploché
nebo ¥picaté. Je-li

@ as = 0, je rozdé&leni stejn& ¥pilaté jako normalni,

@ au < 0, je rozdéleni plogsi nez normalni,

@ au > 0, je rozdéleni ¥picatéjsi neZ normalni.
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Koeficient Spicatosti

Obrazek: Koeficient $pi&atosti
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Priklad

Vypolitejte koeficient Sikmosti a Spicatosti ndhodné veli¢iny uddvajici polet
vystFelenych ndboji p¥i 3 vysttelech (viz p¥edchozi p¥iklady)
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Priklad

K vypoctu koeficientu Sikmosti a Spicatosti je tfeba nejprve uréit 3.a 4.
centralni moment. St¥edni hodnotu této ndhodné veli¢iny ma hodnotu
E(X) = 1,56, sm&rodatnd odchylka je o(X) = 0,753.
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Priklad

K vypoctu koeficientu Sikmosti a Spicatosti je tfeba nejprve uréit 3.a 4.
centralni moment. St¥edni hodnotu této ndhodné veli¢iny ma hodnotu
E(X) = 1,56, sm&rodatnd odchylka je o(X) = 0,753.

3
s =[x — E(X)Pp(xi) = (1 - 1,56)° - 0,6+
i=1
+(2—-1,56)*-0,24 + (3 — 1,56)* - 0,16 = 0,393
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Priklad

K vypoctu koeficientu Sikmosti a Spicatosti je tfeba nejprve uréit 3.a 4.
centralni moment. St¥edni hodnotu této ndhodné veli¢iny ma hodnotu
E(X) = 1,56, sm&rodatnd odchylka je o(X) = 0,753.

3
s =[x — E(X)Pp(xi) = (1 - 1,56)° - 0,6+
i=1
+(2—-1,56)*-0,24 + (3 — 1,56)* - 0,16 = 0,393

3
pa =3 [xi — E(X)]*p(x) = (1 —1,56)* - 0,6+
i=1
+(2 - 1,56)*- 0,24 + (3 — 1,56)" - 0,16 = 0,756
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Priklad

Koeficient Sikmosti je potom roven

as =1 — 0,022,
ag
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Priklad

Koeficient Sikmosti je potom roven
as =1 — 0,022,
o

Koeficient 3picatosti
as = — — 3 = —0,644.

MiiZeme tedy ¥ict, Ze rozdéleni ndhodné velitiny je zeSikmeno (doleva) a je
plossi neZ normalni rozdé&leni.
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Priklad

Urlete koeficient Sikmosti a 3piatosti nahodné velig¢iny X s funkci hustoty
pravd&podobnosti (viz pfedchozi p¥iklady)

[ 12¥%(1-x) 0<x<1,
F) = { 0 jinak.
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Priklad

Stfedni hodnota této ndhodné veli¢iny ma hodnotu E(X) = 3/5. Smérodatna
odchylku je rovna 1/5.
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Priklad

Stfedni hodnota této ndhodné veli¢iny ma hodnotu E(X) = 3/5. Smérodatna
odchylku je rovna 1/5. Ur&ime nejprve potfebné centralni momenty.

1
2
o = [l 0612671 = x)db = - = — 2 = ~0,00229,
0
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Priklad

Stfedni hodnota této ndhodné veli¢iny ma hodnotu E(X) = 3/5. Smérodatna
odchylku je rovna 1/5. Ur&ime nejprve potfebné centralni momenty.

1
2
ps = /[x —0,6%12x*(1 = x)dx = --- = 75 = —0.00220,
0
1

= /[x —0,6]"12x°(1 — X)dx = --- = 33 0,00377

He= ’ T T grso . ot
0
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Priklad

Koeficient Sikmosti je potom roven

(0%
o3 7
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Priklad

Koeficient Sikmosti je potom roven

u3 2
2 __Z2__02
a3 — 3 = = 0,86,

Koeficient $pifatosti

Ha 9
ar="t 3= -2 = 0,643

Rozd&leni ndhodné velitiny je zeSikmeno (doprava) a je plossi neZz normalni
rozdéleni.
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