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1 Nahodna veliCina

Vysledky nékterych ndhodnych pokusi jsou pfimo vyjadieny Ciselné (napt. pii hodu kostkou padne
6). Ndhodnou veli¢inou budeme rozumét ¢iselné ohodnoceni vysledku ndhodného pokusu.

Definice 1.1 Nahodna veli¢ina je redlna funkce X (w) definovana na mnoZziné elementarnich jevu €.
Kazdému elementarnimu jevu w z mnoziny ) pfifazuje pravé jedno redlné ¢islo X (w) = x. Obor
hodnot veli¢iny X je mnozina M = {z; X (w) = x},tj. X : Q — M.

Néhodné veli¢iny znacime velkymi pismeny z konce abecedy X, Y, ... (pfip. X1, X2,...) a jejich
konkrétni realizace malymi pismeny z, ¥, . ... Pomoci ndhodnych veli¢in miizeme zavést nahodné
jevynapt. X =z, X <z, < X < 29 apodobné.

1.1 Diskrétni a spojita nahodna veli¢ina

Nahodnou veli¢inou je napf. Zivotnost vyrobku, kterd miize teoreticky nabyt jakékoli nezdporné
hodnoty, doba ¢ekdni na obsluhu, u niZ je rovnéz M = {x;x > 0}, podet poruch na zafizeni béhem
100 hodin provozu, kde M = {z;x =0,1,2,3,... }.
Podle oboru hodnot M rozdélujeme ndhodné veli¢iny na
o diskrétni (nespojité) ... M je konecnd nebo spocetnd mnozina,

e spojité ... M je uzavieny nebo otevieny interval.
Priklady nahodnych veli¢in

e Diskrétni ndhodnd veli¢ina: pocet Elend domdcnosti (M = {1, 2, ... }), poCet poruch stroje béhem
jedné pracovni smény (M = {0,1,2,...}), poCet rozbitych lahvi v zésilce 1000 lahvi (M =
{0,1,2,...,1000}), poet narozenych chlapci mezi 500 novorozenaty (M = {0,1,2,...,500}),
apod.

e Spojitd ndhodnd veli¢ina: hmotnost rohliku (A = (0, c0)), mnozstvi alkoholu v destilatu méfené
v procentech (M = (0,100)), hodnota elektrického napéti v rozvodné siti (M = (0, c0)), doba
Cekdni na vlak metra, ktery jezd{ v pravidelnych 10-ti minutovych intervalech (M = (0, 10)) apod.

1.2 Zakon rozdéleni pravdépodobnosti

Pro uplny popis ndhodné veli¢iny je nutné znat nejen mnoZinu hodnot M/, ale i pravdépodobnosti
vyskytu téchto hodnot (zdkon rozdéleni ndhodné veliCiny).

Definice 1.2 Zakon rozdéleni pravdépodobnosti— pravidlo, které kazdé mnoziné B hodnot ndhodné
veli¢iny pfifazuje pravdépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina nabude hodnoty z mnoZiny B.

Popis ndhodné veliCiny provddime nejcastéji pomoci funkci a pomoci charakteristik. Budeme definovat

e distribu¢ni funkei F(x),

e pravdépodobnostni funkci p(z),
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e funkci hustoty pravdépodobnosti f(x).
Diéle zavedeme

e charakteristiky polohy,
e charakteristiky variability,

e charakteristiky koncentrace.

2 Pravdépodobnostni chovani nadhodné velic¢iny

2.1 Distribucni funkce

Definice 2.1 Distribu¢ni funkce F'(x) ndhodné veli¢iny X pfifazuje kazdému redlnému Cislu x
pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X nabude hodnoty mensi nebo rovné Cislu z, tedy

F(z) = P(X < z).
Zékladn{ vlastnosti distribu¢ni funkce F'(z) jsou:

1. pro kazdé redlné ¢islo x plati 0 < F'(x) < 1,
2. F(x) je neklesajici, zprava spojita funkce,

3. pro kazdou distribuéni funkci plati

lim F(z) =0, lim F(z)=1,

r—r—00 r—r00
pokud je M = {z;x € (a,b)}, potom F(a) =0a F(b) =1,
4. pro kazd4 redlnd ¢isla xy < x5 plati

P(x; < X < x9) = F(x2) — F(x).

Pomoci distribucni funkce se popisuji diskrétni i spojité ndhodné veliCiny!

2.2 Pravdépodobnostni funkce

Pro popis diskrétni ndhodné veli¢iny se pouzivd mimo distribuéni funkce F'(z) také pravdépodobnostni
funkce.

Definice 2.2 Pravdépodobnostni funkce p(x) kazdému redlnému &islu x pfifazuje pravdépodobnost,
7e nahodna veli¢ina nabude této hodnoty, tedy

Zékladn{ vlastnosti pravdépodobnostni funkce p(z) jsou:
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iy X1 T T; Z
p(x) || plz1) | pla) | ... | plxg) | ... | 1

Tabulka 1: Tabulka pravdépodobnostni funkce

Obrazek 1: Graf pravdépodobnostni funkce

1. pro kazdé redlné ¢islo x plati 0 < p(z) < 1,

2. soucet pravdépodobnosti pies cely obor hodnot ndhodné veli¢iny je roven 1, tedy > p(z) =1,
xeM

3. pro kazdé redlné &islo x plati Fi(x) = P(X <z) = > p(x;),

x; <z

T2
4. pro kazdd 2 reélnd Cisla xy a 25 (x1 < @o) plati P(x1 < X <o) = > p(a;).

T;=x1
Pravdépodobnostni funkci p(x) mizeme vyjadfit:

e tabulkou (napf. tabulka 1),
e matematickym vzorcem, napf.
[ m(l—=m)* pro z=0,1,2,...,
p) = { 0 jinak,
kde 7 je dana pravdépodobnost,

e grafem [z, p(z)| (napf. obrazek 1).

Priklad 2.1 Stielec ma celkem 3 ndboje a stiili na cil aZ do prvniho zdsahu nebo dokud nevy-
stfili vS§echny ndboje. Pravdépodobnost zdsahu cile pfi jednom vystielu je 0,6. Ndhodna veli¢ina X
predstavuje pocet vystfelenych naboji. Popiste tuto ndhodnou veli¢inu pomoci pravdépodobnostni
a distribu¢ni funkce. Jaka je pravdépodobnost, Ze pocet vystielenych naboji nebude vEétsi nez 2?

Reseni: Jedn4 se o diskrétni nahodnou veli¢inu, kterd miZe nabyvat pouze hodnot 1, 2 nebo 3. Obor
hodnot této ndhodné veli¢iny je tedy M = {1, 2, 3}. Uréime nyni hodnoty pravdépodobnostni funkce:
e p(l)=P(X =1)=0,6,
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x 1 2 30>
p(z) || 0,6 | 0,24 | 0,16 || 1

Tabulka 2: Pravdépodobnostni funkce

e p(2)=P(X=2)=04-0,6=0,24,

e p3)=P(X=3)=04-04-06+04-0,4-04=0,4-0,4=0,16.
Hodnota pravdépodobnostni funkce v bodé 1 odpovida tomu, Ze cil je zaSaZen pfi 1. vystielu, hodnota
pravdépodobnostni funkce v bod€ 2 odpovidd moZnosti, Ze 1. vystfel je mimo, 2. vystfel zdsdhne
cil, hodnota v bod€ 3 (byly pouzity vSechny 3 ndboje) odpovida tomu, Ze cil byl bud’ zasaZen az 3.
vystielem, nebo nebyl zasazen viibec. Vysledky shrneme do tabulky 2. Pravdépodobnostni funkci
muiZeme pomoci vzorce vyjadrit

0,6-04*1 =12,
p(ﬂ:) = 0742 r = 3,
0 jinak.

Nyni uréime nékteré hodnoty funkce F'(x):

e F(0)=P(X <0)=0,

e (1) =P(X <1)=p(l)=0,6,

e F(15)=P(X <15)=P(X <1)=p(l)=0,6,

o F(2) = P(X <2)=p(1) +p(2) = 0,84,

o F(3)=P(X <3)=p(1)+p(2) +p(3) = 1,

o F(4) =P(X <4) =p(1) +p(2) +p(3) =1

Tyto vysledky mizeme shrnout do vzorce
0 T <1,
0,6 1<x<2,
Fr)=9 084 2<z<3

1 T > 3.

Odpovidajici grafy jsou na obrazku 2. Vypocitdme nyni pravdépodobnost, Ze pocet vystielenych

0.9
08
0.7

06 O

04
n2r h 03
0.2

0.1

Obrazek 2: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce
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Obrazek 3: Graf funkce f(x)

nabojt nebude vetsi nez 2.
P(X<2)=P(X=1)+P(X =2)=p(1)+p(2) = F(2) = 0,6 + 0,24 = 0,34.
2.3 Funkce hustoty pravdépodobnosti

Pro popis spojité ndhodné veli¢iny X se pouzivd mimo F'(X) také hustota pravdépodobnosti f(x):

Definice 2.3 Hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny X je nezdpornd funkce f(z) takovd,
ze

Flz) = / F(t)dtx € .
Zékladn{ vlastnosti funkce f(z) jsou:

1. jfo f(x)dz :]éf(x)dx =1,

2. f(z) = dl;(xx) = F’(z), pro vSechna z, kde derivace existuje,

3. P(r1 < X <) =Plr; < X <x9) =Pr1 < X <13) = P, <X <) =

= F(zs) — F(z1) = [ f(a)de

Odtud plyne, Ze pro spojitou ndhodnou veli¢inu je vzdy P(X = x) = 0. Funkci f(z) mtZeme vyjadfit
vzorcem a grafem, napt. funkci hustoty pravdépodobnosti

Le=*5 prox > 2
={ 5 ’
/() { 0 prox <2

odpovida graf na obrazku 3.
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Priklad 2.2 Nahodna veli¢ina X ma rozd¢€leni popsané funkci hustoty pravdépodobnosti

cr?*(l—z) 0<z<l,
J(@) = { 0 jinak.

Urcete konstantu c tak, aby funkce f(z) byla funkci hustoty pravdépodobnosti. Stanovte piislusnou
distribuéni funkci. Urcete pravdépodobnost P(0,2 < X < 0,8).

Reseni: Pro funkci hustoty musf platit, Ze [ f(z)dz = 1. Ur¢ime tedy integrl
M

1 1
3 471
1 1 c
S L I
/c:v( r)dr=c | (z°—2a°)der = c 31, cl37 7 19 :
0 0

odkud dostdvame ¢ = 12. Distribu¢ni funkci ur¢ime pomoci vztahu v definici hustoty pravdépodob-
nosti. Pro 0 < z < 1 plati

T x

t3 t4 T 1.3 fL‘4
F(z) = /12t2(1 —t)dt = 12/(t2 —tNdt =12 | = — —| =12 |% — —| = 42° — 32",
3 4], 3 4
0 0
zapsano presnéji
0 r <0,
Flz)=1< 2*(4—-32) 0<z<]1,
1 jinak.

Graf funkce hustoty pravdépodobnosti a pfislusné distribu¢ni funkce jsou na obrazku 4. Déle uréime

1

09
08
0.7
06

Zos
04
03

02

‘ 0.1

Obrazek 4: Funkce hustoty pravdépodobnosti a distribuéni funkce

pravdépodobnost P(0,2 < X < 0,8) pomoci funkce hustoty pravdépodobnosti

P02< X <0_8) =

07

0,8
1227(1 — z)dz = [42® — 3:1:4}3:? = 0,792.
2

Zname-li distribu¢ni funkci, je vypocet snadné&jsi

P(0,2< X <0,8) = F(0,8) — F(0,2) =0,8*(4 —3-0,8) — 0,2°(4 — 3-0,2) = 0,792.
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Priklad 2.3 Nahodna veli¢ina X ma rozdé€leni popsané distribu¢ni funkci

0 x <0,
F(z)_{ 1—e™® z>0.

Urcete funkci hustoty pravdépodobnosti.

Reseni: Pro funkci hustoty pravdépodobnosti plati f(z) = 4£2)  Derivact (%(1 —e ) = e‘“’”)

dx
dostavame
0 <0

f@:{ew >0,

3 Ciselné charakteristiky

3.1 Charakteristiky polohy

Distribuéni funkce F'(z) (resp. p(x) nebo f(z)) podava o ndhodné veli¢iné dplnou informaci. V praxi
je uzitecné znat néjaké koncentrovangjsi a prehlednéjsi vyjadieni této informace. K takovému popisu
se pouZzivaji ¢iselné charakteristiky, které délime na charakteristiky polohy, variability a koncentrace.
Nejdilezitéjsimi charakteristikami polohy jsou:

e stiedni hodnota,

e kvantily (medidn, horni a dolni kvartil, . . .),
e modus.
Definice 3.1 Stfedni hodnota F/(X) nahodné veli¢iny X (né€kdy oznacovana jako p) urcuje hodnotu,

kolem niZ ndhodna veli¢ina kolisa. V pfipade diskrétni resp. spojité ndhodné veli¢iny je definovédna
vztahem

E(X)=Y_ap(x), resp. E(X)= / o f(x)dx

reM M

za predpokladu, Ze fada resp. integral konverguje absolutné.

Uvedeme nyni stru¢né nékteré vlastnosti stiedni hodnoty:

1. E(k) = k, kde k je lib. konstanta,

2. B(kX) = kE(X),

3. E(X1 +Xo+ -+ X,) =E(X))+ E(Xy) + -+ E(X,),

4. B(X, X,) = E(X)E(X,) ... E(X,), jsou-li Xy, X, . .., X, nezavislé.

Definice 3.2 100P % kvantil x » ndhodné veli¢iny (obrdzek 5) s rostouci distribu¢ni funkci je takova
hodnota ndhodné veli¢iny, pro kterou plati

P(XSZEP):F(ZEP):P, O0< P<1.
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f(z) I(z)

Obrazek 5: Kvantil ndhodné veli¢iny

e Kvantil z( 5 se nazyva median Me(X), plati tedy P(X < Me(X)) = P(X > Me(X)) = 0,50,
e Kvantil x( 95 se nazyvé dolni kvartil,

e kvantil z( 75 je horni kvartil.
Vybrané kvantily dileZitych rozdéleni jsou tabelovany.

Definice 3.3 Modus M o(X) je hodnota ndhodné veli¢iny s nejvétsi pravdépodobnosti (pro diskrétn{
ndh. veli¢inu), resp. hodnota, ve které ma funkce f(z) maximum (pro spojitou nah. veli¢inu).

Z uvedené definice je vidét, Ze ndhodnd veli¢ina miZe mit 2 i vice modu.

Piiklad 3.1 Urcete stfedni hodnotu a modus nahodné veli¢iny udédvajici pocet vystielenych naboju
pfi 3 vystielech
0,6-04°71 =12,
p(z) = 0,42 x =3,
0 jinak.

Reseni: Sttedni hodnotu uréime z defini¢niho vztahu
3
E(z) =) ap(x;)=1-06-04"+2-0,6-04" +3-04% = 1,56.
i=1

Modus uréuje hodnotu nahodné veli¢iny s nejvétsi pravdépodobnosti, coZ je v nasem piipadé Mo(X) =
1, nebot  hodnota pravdépodobnostni funkce je p(1) = 0,6.

Priklad 3.2 Ndhodna veli¢ina X ma rozdéleni popsané funkci hustoty pravdépodobnosti

[ 122°(1—2) O0<a<],
J(@) = { 0 jinak.

Urcete stfedni hodnotu a modus této ndhodné veli€iny.
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Reseni: Stredni hodnotu uré¢ime z defini¢niho vztahu

1
T Z

E(X) :/xf(x)dx:/lx-IQxQ(l—x) =12 E—;];: 3 =0,6.

Modus u spojité ndhodné veli¢iny ur¢uje maximum funkce hustoty pravdépodobnosti. Budeme hledat
maximum funkce f(z) na intervalu 0 < z < 1, £ [122%(1 — z)] = 12(2z — 32?) = 0, odkud
x(2 — 3x) = 0, tedy z = 0 nebo x = 2/3. Funkce hustoty pravdépodobnosti nabyva svého maxima
v bod€ = = 2/3, proto md modus hodnotu Mo(X) = 2/3.

Priklad 3.3 Urcete medidn, horni a dolni kvartil nahodné veli¢iny X s distribu¢ni funkci

1—4 o>1,
F(x):{ OI3 r < 1.

Reseni: Pro kvantil ndhodné veli&iny plati I (xp) = P.V naSem piipadé 1 — x% = P, odkud dostavame
P

1
V1—P

Ip =

Dosazovanim do daného vzorce ziskdme kvantily:

mediin Lo,50 = ﬁ = 1,260,
dolni kvartil Zo,25 = ﬁ = 1,101,
horni kvartil Toqs = ﬁ = 1,587.

3.2 Charakteristiky variability
Zakladni a nejpouzivanéj$i charakteristiky variability jsou:

e rozptyl,

e smérodatnd odchylka.

Rozptyl je ¢islo, které charakterizuje proménlivost hodnot ndhodné veli€iny kolem jeji stfedni hodnoty
s prihlédnuti k jejich pstem.

Definice 3.4 Rozptyl D(X) nahodné veli¢iny X (nékdy oznalovany jako o) je obecné definovén
vztahem

D(X) = E{[X - E(X)]*}.
V ptipadé disktrétni resp. spojité ndhodné veliiny urc¢ime rozptyl ze vztahu

D(X) =} [z = BE(X)Pp(z), resp. D(X)= [[z— E(X)]f(x)dx.

zeM M

10
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vvvvvv

1. D(k) = 0, kde k je lib. konstanta,

2. D(kX)=k*D(X),

3. D(X+Y)=D(X)+ D(Y), jsou-li X aY nezavislé,
4. D(X) > 0 pro kazdou ndhodnou veli¢inu,

5. vypocetni tvar D(X) = E(X?) — E(X)>.

Pro diskrétni resp. spojitou ndhodnou veli¢inu tedy plati:

D(X) = %ﬁp(x) — E(X)? resp. D(X) zéﬁf(m)dx - E(X)%

Odvozeni 5. vlastnosti:
D(X)=EX-EX)?=E[X?-2XE(X)+E(X)? = BE(X?)-E2XE(X)|+E[E(X)?] = BE(X?) -
—2E(X)E(X) + E(X)? = BE(X?) - B(X)%

Definice 3.5 Smérodatna odchylka o (X)) nahodné veli¢iny X je definovana jako odmocnina z roz-

ptylu
o(X)=+vD(X).

Smérodatnd odchylka je vyjadiena ve stejnych jednotkach jako ndhodnd velicina X. Vzdjemny vztah
mezi sttedni hodnotou F/(X) a rozptylem D(X) je pak na obrdzku 6.

f(=) p1 < g < pg
0] =03 =03

" H2 3 z

Obrazek 6: Vzajemny vztah mezi stfedni hodnotou a rozptylem

Priklad 3.4 Urcete rozptyl a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny udavajici pocet vystielenych
nabojt pfi 3 vystielech.

Reseni: Stfedni hodnotu této ndhodné veli¢iny jsme jiz spoéitali, ma hodnotu (X) = 1,56. Pro
vypocet rozptylu pouZije vypoletni tvar D(X) = E(X?) — F(X)?, musime ur¢it hodnotu

3
E(X*) =) a’plx) =) alp(z;) =17-0,6+2%-024+3%-0,16 = 3,

zeM i=1

potom D(X) = 3—1,56% = 0,566. Smérodatnd odchylka je odmocnina zrozptyluo(X) = /D(X) =
0,753.

11
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Priklad 3.5 Urcete rozptyl a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny X posanou funkci

12221 —2)0 <z < 1,
@)= { 0 jinak.

Reseni: Stiedni hodnota této nidhodné veli¢iny byla urena dfive, ma hodnotu E(X) = 3/5. Podobné
jako v piedchdzejici piikladé pouZijeme vypocetni tvar rozptylu D(X) = E(X?) — E(X)?, tedy

1
2 2 2 2 2 28] 2
EX?) = [ 2°f(x)de = | z°-122°(1 — z)dx = 12 T 2520’4’
0
M 0

potom D(X) = 2 — (3)* = L = 0,04. Smérodatn4 odchylka je rovna o(X) = /D(X) =

3.3 Charakteristiky koncentrace

Nyni se budeme zabyvat charakteristikami popisujimi tvar rozdéleni, predevsim symetrii a Spicatost.
Tyto charakteristiky jsou definovany pomoci momentu.

Definice 3.6 Obecny moment r-tého stupné 1/ ndhodné veli¢iny X je definovan vztahem
w(X)=EX") pror=1,2,....
V piipadé disktrétni resp. spojité ndhodné veliCiny jej ur¢ime ze vztahu

e (X) = 2 aip(wi), resp. iy (X) Zéxrf(x)dw.

Definice 3.7 Centralni moment r-tého stupné 1., ndhodné veli¢iny X je definovan vztahem
p(X)=FE[X — E(X)]" pror=2,3,....
V ptipadé disktrétni resp. spojité ndhodné veli€iny jej ur¢ime ze vztahu

pe(X) = 2l = EX)]"p(:), i (X) = [[2 = B(X)]" f(z)de.

M M
Z danych definic je ziejmé, Ze primér je 1. obecny moment, rozptyl je 2. centrdlni moment.

Definice 3.8 Koeficient Sikmosti o3(.X) je definovan vztahem

Podle hodnot koeficientu Sikmosti miZzeme poznat, zda je rozdéleni symetrické nebo je zeSikmené
(obrrazek 7). Je-li

e a3 = 0, je rozdé€leni symetrické,

12
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ag <0

ag =0
ag >0

Obrazek 7: Koeficient Sikmosti

e a3 < 0, je rozdéleni zeSikmené doprava,

e a3 > 0, je rozdé€leni zeSikmené doleva.

Definice 3.9 Koeficient Spicatosti a4(X) je definovan vztahem
_ ma(X)
o(X)*

Podle hodnot koeficientu $pic¢atosti miZeme poznat, zda je rozd€leni ploché nebo Spicaté (obrazek 8).
Je-li

- 3.

044(X)

e oy = 0, je rozdéleni stejné Spicaté jako normdln,
e oy < 0, je rozdéleni plossi neZ normalni,

e oy > 0, je rozdéleni Spicatéjsi neZ normdlni.

Priklad 3.6 Vypocitejte koeficient Sikmosti a $pic¢atosti ndhodné veli¢iny udavajici pocet vystielenych
naboju pfi 3 vystielech (viz pfedchozi ptiklady).

Reseni: K vypoctu koeficientu Sikmosti a §picatosti je tieba nejprve urcit 3. a 4. centrdlni moment.
Stfedni hodnotu této nahodné veli¢iny ma hodnotu E(X) = 1,56, smérodatnd odchylka je o(X) =
= 0,753.
3
[y = Z[%‘ — B(X)®p(z;) = (1 —1,56)*- 0,6 + (2 — 1,56)* - 0,24 + (3 — 1,56)® - 0,16 = 0,393,
i=1
3
s = Z[in — B(X))*p(z;) = (1 — 1,56)*-0,6 + (2 — 1,56)* - 0,24 + (3 — 1,56)* - 0,16 = 0,756.
i=1
Koeficient Sikmosti je potom roven az = 23 = 0,922, koeficient $picatosti oy = £5 — 3 = —0,644.
Mizeme tedy fict, Ze rozd€leni nahodné veliCiny je zeSikmeno (doleva) a je ploSsi neZ normalni
rozdélenti.
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Obrazek 8: Koeficient Spicatosti

Priklad 3.7 Urcete koeficient Sikmosti a Spicatosti ndhodné veli¢iny X s funkci hustoty pravdépo-
dobnosti (viz predchozi priklady)

[ 122*(1—2) O0<a<],
J(@) = { 0 jinak.

Reseni: Stredni hodnota této ndhodné veli¢iny ma hodnotu £(X) = 3/5. Smérodatnd odchylku je
rovna 1/5. Uréime nejprve potiebné centrdlni momenty.

1

2
[3 = /[a; —0,6*122%(1 — 2)dw = -+ - = —gs = —0,00229,
0
1
i :/[x—06}412x2(1—a:)da:: 53 = 0,00377.
! ’ 8750
0
Koeficient Sikmosti je potom roven a3 = £§ = — 7 —0,286, koeficient Spicatosti oy = 24 — 3 =

= 194 = —0,643. Rozdéleni ndhodné veliCiny je zeSikmeno (doprava) a je plossi nez normalni

rozdéleni.
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