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Téma: Modely diskrétnı́ náhodné veličiny
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Modely diskrétnı́ náhodné veličiny

E(X) D(X) α3(X) α4(X) Mo(X)

λ λ 1√
λ

1
λ

λ− 1 ≤Mo(X) ≤ λ

Tabulka 1: Čı́selné charakteristiky – Poisssonovo rozdělenı́

1 Modely diskrétnı́ náhodné veličiny

1.1 Poissonovo rozdělenı́
Poissonovo rozdělenı́ Po(λ) je možné použı́t jako model náhodné veličiny, která nabývá hodnot
0, 1, 2, . . . a udává bud’počet událostı́, k nimž dojde v časovém intervalu délky t nebo počet výskytů
daných prvků v geometrické oblasti o pevné velikosti, jestliže k událostem či výskytům docházı́
jednotlivě a nezávisle na sobě. Parametr rozdělenı́ λ > 0 udává střednı́ počet událostı́ resp. výskytů.

Definice 1.1 Náhodná veličina X má Poissonovo rozdělenı́ Po(λ), právě když má pravděpodob-
nostnı́ funkce tvar

p(x) =

{
λx

x!
e−λ x = 0, 1, 2, . . . ,
0 jinak.

Tabulka ?? uvádı́ hodnoty některých čı́selných charakteristik Poisssonova rozdělenı́. Přı́kladem ná-
hodné veličiny s Poissonovým rozdělenı́m je např. počet poruch stroje za směnu, počet nehod na
jistém mı́stě za rok, počet zákaznı́ků v obchodě během 1 hodiny, počet vad na povrchu výrobku, počet
vad v balı́ku látky, počet bublin na tabuli skla apod. Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce Poissonova
rozdělenı́ jsou pro některé hodnoty λ tabelovány.

Přı́klad 1.1 Během 1 hodiny spojı́ sekretářka řediteli v průměru 6 hovorů. Potřebujeme sledovat
zatı́ženı́ sekretářky ve 20-ti minutových intervalech. Popište náhodnou veličinu udávajı́cı́ počet spo-
jených telefonnı́ch hovorů během 20 minut pomocı́ pravděpodobnostı́ a distribučnı́ funkce. Určete
pravděpodobnost, že během 20 minut sekretářka spojı́ a) alespoň 1 hovor, b) nejvýše 2 hovory, c) je-
den nebo 2 hovory. Dále určete střednı́ hodnotu, rozptyl, směrodatnou odchylku, modus, koeficient
šikmosti a špičatosti sledované náhodné veličiny.

Řešenı́: Náhodná veličina X udává počet spojených telefonnı́ch hovorů za 20 minut. Může nabývat
hodnot 0, 1, 2, . . . . Předpokládejme, že je možné ji modelovat pomocı́ Poissonova rozdělenı́. Parametr
λ udává střednı́ hodnotu náhodné veličiny s Poissonovým rozdělenı́m, tedy střednı́ počet telefonátů
během 20 minut, což je 2 (za 1 hodinu je jich průměrně 6). Náhodná veličina X má Poissonovo
rozdělenı́ X ∼ Po(2). Pravděpodobnostnı́ funkce má tvar

p(x) =

{
2x

x!
e−2 x = 0, 1, 2, . . . ,
0 jinak.

Odpovı́dajı́cı́ distribučnı́ funkce je vyjádřena v tabulce ?? a grafem na obrázku ??. Nynı́ spočı́táme
že během 20 minut sekretářka spojı́

a) alespoň 1 hovor P (X ≥ 1) = 1−P (X < 1) = 1−P (X = 0) = 1−p(0) = 1−0,1353
.
= 0,865,
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Modely diskrétnı́ náhodné veličiny

x 0 1 2 3 4 5 6
p(x) 0,1353 0,2707 0,2707 0,1804 0,0902 0,0361 0,0120
F (x) 0,1353 0,4060 0,6767 0,8571 0,9473 0,9834 0,9955

Tabulka 2: Vybrané hodnoty pravděpodobnostnı́ a distribučnı́ funkce Po(2)

Obrázek 1: Pravděpodobnostnı́ a distribučnı́ funkce rozdělenı́ Po(2)

b) nejvýše 2 hovory P (X ≤ 2) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) = p(0) + p(1) + p(2) =
= 0,1353 + 0,2707 + 0,2707 = F (2)

.
= 0,677,

c) jeden nebo 2 hovory P (X = 1 ∨X = 2) = P (X = 1) + P (X = 2) = p(1) + p(2) =
= 0,2707 + 0,2707 = 0,541.

Dále určı́me některé čı́selné charakteristiky:
• střednı́ hodnota Poissonova rozdělenı́ je rovna E(X) = λ = 2,
• rozptyl má hodnotu D(X) = λ = 2,
• směrodatná odchylka σ =

√
D(X) =

√
λ =
√
2
.
= 1,414,

• pro modus platı́ λ − 1 ≤ Mo(X) ≤ λ, tedy 2 − 1 ≤ Mo(X) ≤ 2, Mo(X) = 1 a 2 (viz tabulka
??),
• koeficient šikmosti α3 =

1√
λ
= 1√

2

.
= 0,707,

• koeficient špičatosti α4 =
1
λ
= 1

2
= 0,5.

1.2 Alternativnı́ rozdělenı́
Některé náhodné pokusy mohou mı́t je 2 různé výsledky: pokus je úspěšný a pokus je neúspěšný.
Náhodná veličina udávajı́cı́ počet úspěchů v jednom pokusu se nazývá alternativnı́. Tato veličina
nabývá hodnot 0 a 1. Pravděpodobnost úspěchu je dána parametrem π (0 < π < 1).

Definice 1.2 Náhodná veličina X má alternativnı́ rozdělenı́ A(π), právě když má pravděpodobnostnı́
funkce tvar

p(x) =

{
πx(1− π)1−x x = 0, 1,

0 jinak.

Tabulka ?? uvádı́ hodnoty některých čı́selných charakteristik alternativnı́ho rozdělenı́. Přı́kladem
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Modely diskrétnı́ náhodné veličiny

E(X) D(X) α3(X) α4(X)

π π(1− π) 1−2π√
π(1−π)

1−6π(1−π)
π(1−π)

Tabulka 3: Čı́selné charakteristiky – alternativnı́ rozdělenı́

E(X) D(X) α3(X) α4(X) Mo(X)

nπ nπ(1− π) 1−2π√
nπ(1−π)

1−6π(1−π)
nπ(1−π) (n+1)π−1≤Mo(X)≤(n+1)π

Tabulka 4: Čı́selné charakteristiky – binomické rozdělenı́

náhodné veličiny s alternativnı́m rozdělenı́m je např. počet zmetků při náhodném výběru 1 výrobku,
počet zásahů při jednom výstřelu, počet spojenı́ při 1 telefonı́m volánı́ apod.

Přı́klad 1.2 Určete střednı́ hodnotu a rozptyl náhodné veličiny s alternativnı́m rozdělenı́mX ∼ A(π).

Řešenı́: Pro střednı́ hodnotu diskrétnı́ náhodné veličiny s alternativnı́m rozdělenı́m platı́

E(X) =
∑
x∈M

xp(x) = 0 · (1− π) + 1 · π = π.

Rozptyl nespojité náhodné veličiny daného rozdělenı́ zı́skáme ze vztahu

D(X)=
∑
x∈M

[x− E(X)]2p(x) = (0− π)2(1− π) + (1− π)2π = π2(1− π) + (1− π)2π =

=π(1− π)(π + 1− π) = π(1− π).

1.3 Binomické rozdělenı́
Náhodná veličina, kterou je možné modelovat pomocı́ binomického rozdělenı́, udává počet úspěchů
v posloupnosti n nezávislých alternativnı́ch pokusů, přičemž úspěch v každém pokusu nastává s prav-
děpodobnostı́ π (0 < π < 1).

Definice 1.3 Náhodná veličina X má binomické rozdělenı́ B(n, π), právě když má pravděpodob-
nostnı́ funkce tvar

p(x) =

{ (
n
x

)
πx(1− π)n−x x = 0, 1, . . . , n,

0 jinak.

Tabulka ?? uvádı́ hodnoty některých čı́selných charakteristik binomického rozdělenı́. Přı́kladem ná-
hodné veličiny s binomickým rozdělenı́m je např. počet padnutých šestek v pěti hodech hracı́ kostkou,
počet vadných výrobků z celkového počtu 100 výrobků, je-li pravděpodobnost výskytu vadného
výrobku 0,005, počet spojenı́ při n telefonnı́ch volánı́ch, počet zásahů při n výstřelech apod.
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Modely diskrétnı́ náhodné veličiny

Obrázek 2: čtverec – Poissonovo rozdělenı́, hvězda – binomické rozdělenı́

Majı́-li veličiny X1, . . . , Xn stejné alternativnı́ rozdělenı́ s parametrem π a jsou nezávislé, potom
veličina M = X1 +X2 + · · ·+Xn má binomické rozdělenı́ B(n, π), s parametry n a π. Alternativnı́
rozdělenı́ je tedy speciálnı́m přı́padem binomického rozdělenı́ pro n = 1.

Poissonovo rozdělenı́ je limitnı́m přı́padem binomického rozdělenı́. Jestliže n → ∞ a π → 0,
pak nπ → λ. Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce binomického rozdělenı́ je možné aproximovat
pomocı́ hodnot pravděpodobnostnı́ funkce Poissonova rozdělenı́ (obrázek ??). Při řešenı́ úloh je pak
dostačujı́cı́, aby n > 30, π < 0,1, pak platı́(

n

x

)
πx(1− π)n−x ≈ λx

x!
e−λ.

Přı́klad 1.3 Pravděpodobnost, že narozené dı́tě je chlapec je 0,51. Jaká je pravděpodobnost,že mezi
pěti po sobě narozenými dětmi budou a) právě 3 děvčata, b) nejvýše 3 chlapci? Určete pravděpodob-
nostnı́ a distribučnı́ funkci náhodné veličiny udávajı́cı́ počet chlapců mezi pěti po sobě narozenými
dětmi. Jaký je nejpravděpodobnějšı́ počet narozených chlapců? Dále určete střednı́ hodnotu, rozptyl
a směrodatnou odchylku dané náhodné veličiny.

Řešenı́: Náhodná veličina X udává počet chlapců mezi pěti po sobě narozenými dětmi. Tato náhodná
veličina může nabývat hodnot 0, 1, 2, . . . , 5. Považujme narozenı́ dı́těte za nezávislý náhodný po-
kus, ve kterém se narodı́ chlapec s pravděpodobnostı́ 0,51. Náhodnou veličinu může popsat pomocı́
binomického rozdělenı́ X ∼ B(5; 0,51). Pravděpodobnostnı́ funkci můžeme zapsat ve tvaru

p(x) =

{ (
5
x

)
0,51x0,495−x x = 0, 1, . . . , 5,

0 jinak.
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Modely diskrétnı́ náhodné veličiny

x 0 1 2 3 4 5
p(x) 0,0282 0,1470 0,3060 0,3185 0,1657 0,0345
F (x) 0,0282 0,1752 0,4813 0,7998 0,9655 1,0000

Tabulka 5: Pravděpodobnostnı́ funkce a vybrané hodnoty distribučnı́ funkce B(5; 0,51)

Odpovı́dajı́cı́ distribučnı́ funkce je vyjádřena v tabulce ?? a grafem na obrázku ??. Nynı́ určı́me

Obrázek 3: Pravděpodobnostnı́ a distribučnı́ funkce rozdělenı́ B(5; 0,51)

pravděpodobnost, že mezi pěti po sobě narozenými dětmi budou

a) právě 3 děvčata, tzn. právě 2 chlapci P (X = 2) = p(2)
.
= 0,306,

b) nejvýše 3 chlapci P (X ≤ 3) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) + P (X = 3) = p(0) +
+ p(1) + p(2) + p(3) = 0,0282 + 0,147 + 0,3060 + 0,3185 = F (3)

.
= 0,800.

Nejpravděpodobnějšı́ počet narozených chlapců určuje modus a ten můžeme určit ze vztahu (n +
1)π − 1 ≤ Mo(X) ≤ (n + 1)π, tedy (5 + 1) · 0,51 − 1 ≤ Mo(X) ≤ (5 + 1) · 0,51, což je 2,06 ≤
Mo(X) ≤ 3,06 odkud dostáváme Mo(X) = 3. Nejpravděpodobnějšı́ hodnotu můžeme samozřejmě
najı́t přı́mo v tabulce ?? pravděpodobnostnı́ funkce. Střednı́ hodnota je pro binomické rozdělenı́ rovna
E(X) = nπ = 5 · 0,51 = 2,55, rozptyl je roven D(X) = nπ(1− π) = 5 · 0,51 · (1− 0,51)

.
= 1,250

a směrodatná odchylka σ =
√
D(X)

.
= 1,119.

1.4 Hypergeometrické rozdělenı́
MámeN objektů mezi nimiž jeM se sledovanou vlastnostı́ (např. 4 vadné výrobky v sérii 200 kusů, 6
čı́sel ze 49, na která sázejı́cı́ Sportky vsadil, . . . ). Vybereme náhodně bez vracenı́ n objektů. Náhodná
veličina X , která udává počet vybraných objektů se sledovanou vlastnostı́ má hypergeometrické
rozdělenı́.

Definice 1.4 Náhodná veličina X má hypergeometrické rozdělenı́ Hg(N,M, n), právě když má
pravděpodobnostnı́ funkce tvar

p(x) =


(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
n

) max{0, n−N +M} ≤ x ≤ min{n,M},

0 jinak.
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Modely diskrétnı́ náhodné veličiny

E(X) D(X) α3(X) Mo(X) pozn.

nπ nπ(1− π)N−n
N−1

(1−2π)(N−2n)
(N−2)σ

a−1≤Mo(X)≤a π=M
N

, a= (M+1)(n+1)
N+2

Tabulka 6: Čı́selné charakteristiky – hypergeometrické rozdělenı́

Obrázek 4: čtverec – hypergeometrické rozdělenı́, hvězda – binomické rozdělenı́

Tabulka ?? uvádı́ hodnoty některých čı́selných charakteristik binomického rozdělenı́. Přı́kladem ná-
hodné veličiny s hypergeometrickým rozdělenı́m je např. počet vadných výrobků mezi n náhodně
vybranými výrobky z dodávky, Sportka, 5 ze 40, 10 št’astných čı́sel, apod.

Zlomek n
N

vyjadřuje tzv. výběrový podı́l. Je-li tento podı́l menšı́ než 0,05, lze hypergeometrické
rozdělenı́ aproximovat binomickým rozdělenı́m s parametry n a π = M

N
, tedy(

M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
n

) ≈
(
n

x

)
πx(1− π)n−x.

Je-li rozsahN velký an relativně malé, potom rozdı́l mezi výběrem bez vracenı́ (rozdělenı́Hg(N,M, n))
a s vracenı́m (rozdělenı́ B(n, π)) je zanedbatelný (obrázek ??). Je-li navı́c π = M

N
< 0,1 a n > 30, je

možné hypergeometrické rozdělenı́ aproximovat Poissonovým rozdělenı́m, kde λ = nM
N

, tedy(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
n

) ≈ λx

x!
e−λ.
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x 0 1 2 3 4
p(x) 0,8119 0,1765 0,0114 0,0002 1,3 · 10−6
F (x) 0,8119 0,9884 0,9998 1 1

Tabulka 7: Hodnoty pravděpodobnostnı́ funkce a distribučnı́ funkce Hg(100, 4, 5)

Přı́klad 1.4 Výrobky jsou dodávány v sériı́ch po 100 kusech. Výstupnı́ kontrola prohlı́žı́ z každé
série 5 různých náhodně vybraných výrobků a přijı́má ji, jestliže mezi nimi nenı́ žádný zmetek.
Očekáváme, že série obsahuje 4 % zmetků. Určete pravděpodobnostnı́ a distribučnı́ funkci náhodné
veličiny udávajı́cı́ počet zmetků ve výběru. S jakou pravděpodobnostnı́ nebude série přijata? Spočı́tejte
střednı́ hodnotu a směrodatnou odchylku této náhodné veličiny. Zjistěte, zda jsou splněny podmı́nky
aproximace binomickým rozdělenı́m.

Řešenı́: V sériı́ch po 100 kusech se očekává 4% zmetků, což je 4. Náhodnou veličinu udávajı́cı́
počet zmetků mezi 5 vybranými výrobky můžeme popsat pomocı́ hypergeometrického rozdělenı́
X ∼ Hg(100, 4, 5). Tato náhodná veličina může nabývat hodnot 0, 1, 2, 3 a 4. Pravděpodobnostnı́
funkce má tvar

p(x) =


(
4
x

)(
96
5−x

)(
100
5

) pro 0, 1, 2, 3, 4,

0 jinak.

Odpovı́dajı́cı́ distribučnı́ funkce je vyjádřena v tabulce ?? a grafem na obrázku ??. Určı́me pravděpo-

Obrázek 5: Pravděpodobnostnı́ a distribučnı́ funkce rozdělenı́ Hg(100, 4, 5)

dobnost, se kterou nebude série přijata, tzn. že bude obsahovat alespoň 1 zmetek, tedy P (X ≥ 1) =
1−P (X < 1) = 1−P (X = 0) = 1− p(0) .= 0,188. Střednı́ hodnota hypergeometrického rozdělenı́

je E(X) = nM
N

= 0,2, směrodatná odchylka σ =
√
D(X) =

√
nM
N
(1− M

N
)N−n
N−1

.
= 0,429. Jelikož

je výběrový podı́l n
N

= 0,05, můžeme hypergeometrické rozdělenı́ aproximovat binomickým roz-
dělenı́m B(5; 0,04). Pomocı́ aproximace tı́mto rozdělenı́m by série nebyla přijata s pravděpodobnostı́
P (X ≥ 1) = 1− P (X < 1) = 1− P (X = 0) = 1−

(
5
0

)
0,040 · 0,965 .

= 0,185.
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Úkoly pro samostatnou práci

Náhodná veličina
1. Pravděpodobnostnı́ funkce náhodné veličiny X je dána tabulkou

x 0 1 2 3 4 5
∑

p(x) 0,10 0,15 0,2 0,15 0,25 0,15 1

a) Určete distribučnı́ funkci této náhodné veličiny a obě funkce zobrazte graficky.
b) Vypočı́tejte pravděpodobnosti P (X ≤ 3), P (X > 4), P (1 < X ≤ 4).
c) Určete střednı́ hodnotu, rozptyl, směrodatnou odchylku, modus, koeficienty šikmosti a špiča-

tosti dané náhodné veličiny.

2. Je dána distribučnı́ funkce spojité náhodné veličiny X

F (x) =


0 pro x ≤ 0,

C(1− cosx) 0 < x < π,
1 x ≥ π.
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Modely diskrétnı́ náhodné veličiny

a) Určete konstantu C.
b) Určete funkci hustoty pravděpodobnosti.
c) Vypočı́tejte pravděpodobnosti P (0 < X < π

4
), P (π

4
< X < π

2
), P (π

2
< X < π).

d) Určete střednı́ hodnotu, medián, modus, rozptyl, směrodatnou odchylku, koeficienty šikmosti
a špičatosti této náhodné veličiny.

Řešenı́:

1. a) F (x): 0 pro x < 0; 0,10 pro 0 ≤ x < 1; 0,25 pro 1 ≤ x < 2; 0,45 pro 2 ≤ x < 3; 0,60 pro
3 ≤ x < 4; 0,85 pro 4 ≤ x < 5; 1 pro x ≥ 5; b) 0,6; 0,15; 0,6; c) 2,75; 2,488; 1,577; 4; −0,196;
−1,118;

2. a) 0,5; b) f(x): 1
2
sinx pro 0 < x < π, 0 jinak; c) 0,146; 0,354; 0,5; d) π

2
;π
2
;π
2
; 0,467; 0,684; 0;

−0,806.

Modely pro diskrétnı́ náhodné veličiny
1. Při korektuře nové knihy se nalezne v průměru 40 chyb na 100 stran.

a) Jaká je pravděpodobnost, že na náhodně vybraných 20 stranách knihy bude vı́ce než 5 chyb,
nepřekročı́ počet chyb 10, bude 5 až 10 chyb?

b) Určete střednı́ hodnotu počtu chyb a nejpravděpodobnějšı́ počet chyb na těchto 20 stranách.

2. Zasadı́me 10 semen určité rostliny a předpokládáme, že z každého semene je možné vypěstovat
zdravou rostlinu s pravděpodobnostı́ 0,8.
a) Jaký je nejpravděpodobnějšı́ počet zdravých rostlin a jaká je pravděpodobnost, že tento počet

vypěstujeme?
b) Určete pravděpodobnost, že počet zdravých rostlin bude alespoň 5, nejvýše 9, od 4 do 8.

3. Určitý typ součástek je dodáván v sériı́ch po 200 kusech. Při přejı́macı́ kontrole je z každě
série náhodně vybráno 5 výrobků, které se zkouškou znehodnotı́. Série je přijata, jestliže mezi
kontrolovanými výrobky nenı́ žádný vadný. Předpokládejme, že v sérii je 10 vadných výrobků.
a) Popište náhodnou veličinu udávajı́cı́ počet vadných vybraných výrobků pomocı́ pravděpodob-

nostnı́ a distribučnı́ funkce a zobrazte je graficky.
b) S jakou pravděpodobnostı́ bude série přijata?
c) Určete střednı́ hodnotu, rozptyl, směrodatnou odchylku a modus počtu zmetků ve výběru.
d) Prověřte, zda jsou splněny podmı́nky pro aproximaci rozdělenı́ náhodné veličiny jiným typem

rozdělenı́.

Řešenı́:

1. a) 0,809; 0,816; 0,716; b) 8; 7 a 8;
2. a) 8; 0,302; b) 0,994; 0,893; 0,623;
3. a) p(x):

(
10
x

)(
190
5−x

)
/
(
200
5

)
prox = 0, 1, . . . , 5; jinak 0; b) 0,772; c) 0,25; 0,233; 0,482; 0; d)B(5; 0,05).
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