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Modely diskrétni nahodné veliciny

E(X) | D(X) | a3(X) | as(X) Mo(X)
A A - T | A=1<Mo(X) <A

Tabulka 1: Ciselné charakteristiky — Poisssonovo rozdéleni

1 Modely diskrétni nahodné veli¢iny

1.1 Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni Po(\) je mozné pouzit jako model ndhodné veli¢iny, kterd nabyva hodnot
0,1,2,... audavéd bud pocet udalosti, k nimz dojde v ¢asovém intervalu délky ¢ nebo pocet vyskyti
danych prvka v geometrické oblasti o pevné velikosti, jestlize k uddlostem ¢i vyskytim dochazi
jednotlivé a nezavisle na sob€. Parametr rozdéleni A > 0 udava stfedni pocet udalosti resp. vyskytu.

Definice 1.1 Nédhodn4 veli¢ina X md Poissonovo rozdéleni Po()\), pravé kdyZ ma pravdépodob-
nostni funkce tvar ;
{ e r=0,1,2,...,

xT

PE =9 "0  jinak.

Tabulka ?? uvadi hodnoty nékterych Ciselnych charakteristik Poisssonova rozdéleni. Pfikladem na-
hodné veliiny s Poissonovym rozdélenim je napf. pocCet poruch stroje za sménu, pocet nehod na
jistém misté za rok, pocet zakaznikl v obchodé béhem 1 hodiny, pocet vad na povrchu vyrobku, pocet
vad v baliku latky, pocet bublin na tabuli skla apod. Hodnoty pravdépodobnostni funkce Poissonova
rozdé€leni jsou pro nékteré hodnoty A tabelovany.

Priklad 1.1 Béhem 1 hodiny spoji sekretatka fediteli v priméru 6 hovori. Potiebujeme sledovat
zatizeni sekretdiky ve 20-ti minutovych intervalech. Popiste ndhodnou veli¢inu udavajici pocet spo-
jenych telefonnich hovorti béhem 20 minut pomoci pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce. Urcete
pravdépodobnost, Ze béhem 20 minut sekretaika spoji a) alespoil 1 hovor, b) nejvyse 2 hovory, c) je-
den nebo 2 hovory. Déle urcete stfedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku, modus, koeficient
Sikmosti a Spicatosti sledované ndhodné veli¢iny.

Reseni: Nahodn4 veli¢ina X uddvd pocet spojenych telefonnich hovort za 20 minut. MaZe nabyvat
hodnot 0, 1,2, . . .. Pfedpoklddejme, Ze je mozné ji modelovat pomoci Poissonova rozdé€leni. Parametr
A udava stfedni hodnotu nahodné veliciny s Poissonovym rozdélenim, tedy stiedni pocet telefonatt
béhem 20 minut, coz je 2 (za 1 hodinu je jich primérné 6). Ndhodna veli¢ina X ma Poissonovo
rozdéleni X ~ Po(2). Pravdépodobnostni funkce ma tvar

(2) = Ze? £=0,1,2,...,
PUT=90 "0 jinak.

Odpovidajici distribucni funkce je vyjadiena v tabulce ?? a grafem na obrazku ??. Nyni spocitime

Ze béhem 20 minut sekretarka spoji

a) alespoi 1 hovor P(X >1)=1-P(X <1)=1-P(X =0)=1-p(0) =1-0,1353 = 0,865,
2



Modely diskrétni nahodné veliciny

x 0 1 2 3 4 5 6
p(z) || 0,1353 | 0,2707 | 0,2707 | 0,1804 | 0,0902 | 0,0361 | 0,0120
F(z) | 0,1353 | 0,4060 | 0,6767 | 0,8571 | 0,9473 | 0,9834 | 0,9955

Tabulka 2: Vybrané hodnoty pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Po(2)
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Obrazek 1: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce rozdéleni Po(2)

b) nejvyse 2 hovory P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2) =p(0) +p(1) +p(2) =
= 0,1353 40,2707 40,2707 = F(2) = 0,677,

¢) jedennebo 2 hovory P(X =1V X =2)=P(X =1)+ P(X =2) =p(1) +p(2) =
= 0,2707 40,2707 = 0,541.

Déle urcime nékteré ¢iselné charakteristiky:

stfedni hodnota Poissonova rozd€leni je rovna E(X) = A\ = 2,

rozptyl ma hodnotu D(X) = A = 2,

smérodatnd odchylka o = \/D(X) = VA = v/2 = 1,414,

pro modus plati A — 1 < Mo(X) < A\ tedy 2 — 1 < Mo(X) < 2, Mo(X) = 1 a2 (viz tabulka
),

e koeficient Sikmosti a3 = % = % = 0,707,
e koeficient §picatosti ay = ; = 3 = 0,5.

1.2 Alternativni rozdéleni

Nékteré nahodné pokusy mohou mit je 2 rizné vysledky: pokus je tspéSny a pokus je netdspésny.
Ndhodna veli¢ina uddvajici pocet tspéchii v jednom pokusu se nazyva alternativni. Tato veli¢ina
nabyva hodnot 0 a 1. Pravdépodobnost dspéchu je ddna parametrem 7 (0 < m < 1).

Definice 1.2 Nédhodna veli¢ina X ma alternativni rozdéleni A(m), pravé kdyZ ma pravdépodobnostn{

funkce tvar
(1 -7 =01,

ple) = { 0 jinak.

Tabulka ?? uvadi hodnoty nékterych Ciselnych charakteristik alternativniho rozdéleni. Piikladem

3



Modely diskrétni nahodné veliciny

E(X) | DX) | as(X) | au(X)

. 1-27 1—6m(1—m)
7T(]_ 7T) \/7‘(‘(1—71') w(1—n)

T

Tabulka 3: Ciselné charakteristiky — alternativni rozdéleni

EX)| DX) | a3(X) | au(X) Mo(X)

1-27 1—6m(1—m)
\/nﬂ'(l—w) nm(l—m)

nr | nw(l —m) (n+1)m—1<Mo(X)<(n+1)r

Tabulka 4: Ciselné charakteristiky — binomické rozdéleni

nahodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim je napf. poCet zmetki pii nahodném vybéru 1 vyrobku,
pocet zasahi pii jednom vystfelu, pocet spojeni pii 1 telefonim volani apod.

Priklad 1.2 Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim X ~ A(w).

Reseni: Pro stiedni hodnotu diskrétni ndhodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim plati

E(X)=) aplx)=0-(1—-m)+1-7=7.

zeM

Rozptyl nespojité ndhodné veli¢iny daného rozdéleni ziskame ze vztahu

D(X)= %:V[[a: —EX)Pplx)=0—-7)*)Q-m)+ (1 —-—m)r=m*(1—7)+ (1 —m)’*r =
=rt(l—-m)(r+1—m) =n(l—mn).

1.3 Binomické rozdéleni

Nahodna veli¢ina, kterou je mozné modelovat pomoci binomického rozdé€leni, udava pocet uspéchi
v posloupnosti n nezavislych alternativnich pokust, pfi¢emz tspéch v kazdém pokusu nastava s prav-
dépodobnosti 7 (0 < 7 < 1).

Definice 1.3 Ndhodna veli¢ina X ma binomické rozdéleni B(n, ), pravé kdyZ ma pravdépodob-
nostni funkce tvar
(z) = (Z)W‘”(l—ﬂ)”*“ r=0,1,...,n,
P\ = 0 jinak.

Tabulka ?? uvadi hodnoty nékterych ¢iselnych charakteristik binomického rozdéleni. Pfikladem né-
hodné veli¢iny s binomickym rozdélenim je napt. po€et padnutych Sestek v péti hodech hraci kostkou,
pocet vadnych vyrobki z celkového poctu 100 vyrobki, je-li pravdépodobnost vyskytu vadného
vyrobku 0,005, pocet spojeni pfi n telefonnich voldnich, pocet zdsaht pii n vystfelech apod.
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Obrazek 2: étverec — Poissonovo rozdéleni, hvézda — binomické rozdéleni

Maji-li veli¢iny X1, ..., X, stejné alternativni rozdéleni s parametrem 7 a jsou nezavislé, potom
veli¢ina M = X; + Xy + - - - + X, mé binomické rozdéleni B(n, ), s parametry n a 7. Alternativni
rozdéleni je tedy specidlnim pripadem binomického rozdéleni pro n = 1.

Poissonovo rozdéleni je limitnim pfipadem binomického rozdéleni. Jestlize n — oo a m — 0,
pak nm — A. Hodnoty pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni je mozné aproximovat
pomoci hodnot pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni (obrdzek ??). Pfi feSeni tloh je pak
dostacujici, aby n > 30, 7 < 0,1, pak plati

n T n—mNAz -
<)7T(1—7r) N

Priklad 1.3 Pravdépodobnost, Ze narozené dit€ je chlapec je 0,51. Jaka je pravdépodobnost,ze mezi
péti po sob€ narozenymi détmi budou a) praveé 3 dévcata, b) nejvyse 3 chlapci? Urcete pravdépodob-
nostni a distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny uddvajici pocet chlapcii mezi péti po sobé narozenymi
détmi. Jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet narozenych chlapci? Ddle urcete stfedni hodnotu, rozptyl
a smérodatnou odchylku dané ndhodné veliCiny.

Reseni: Ndhodn4 veli¢ina X udévé pocet chlapci mezi péti po sobé narozenymi détmi. Tato ndhodnd
veli¢ina mtize nabyvat hodnot 0,1,2,...,5. Povazujme narozeni ditéte za nezdvisly ndhodny po-
kus, ve kterém se narodi chlapec s pravdépodobnosti 0,51. Nahodnou veli¢inu miZe popsat pomoci
binomického rozdéleni X ~ B(5;0,51). Pravdépodobnostni funkci miizeme zapsat ve tvaru

oy { QosT0a e=01 s
PR = 0 jinak.
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x 0 1 2 3 4 5
p(z) | 0,0282 | 0,1470 | 0,3060 | 0,3185 | 0,1657 | 0,0345
F(z) | 0,0282 | 0,1752 | 0,4813 | 0,7998 | 0,9655 | 1,0000

Tabulka 5: Pravdépodobnostni funkce a vybrané hodnoty distribu¢ni funkce B(5;0,51)

Odpovidajici distribu¢ni funkce je vyjadfena v tabulce ?? a grafem na obrdzku ??. Nyni uréime
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Obrazek 3: Pravdépodobnostni a distribuéni funkce rozdéleni B(5;0,51)

pravdépodobnost, Ze mezi péti po sobé narozenymi détmi budou
a) pravé 3 dévcata, tzn. pravé 2 chlapci P(X = 2) = p(2) = 0,306,

b) nejvyse 3 chlapci P(X <3)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+ P(X = 3) =p(0) +
4 p(1) + p(2) + p(3) = 0,0282 + 0,147 + 0,3060 + 0,3185 = F(3) = 0,800.

Nejpravdépodobnéjsi pocet narozenych chlapct uréuje modus a ten mizeme urcit ze vztahu (n +
Dr—1< Mo(X)<(n+mtedy (5+1)-051—-1< Mo(X) < (5+1)-0,51, coz je 2,06 <
Mo(X) < 3,06 odkud dostdvame Mo(X) = 3. Nejpravdépodobnéjsi hodnotu miZzeme samoziejmé
najit piimo v tabulce ?? pravdépodobnostni funkce. Stfedni hodnota je pro binomické rozdéleni rovna
E(X)=nmr=5-0,51 = 2,55, rozptyl je roven D(X) = nm(l —7) =5-0,51- (1 —0,51) = 1,250
a smérodatna odchylka 0 = \/D(X) = 1,119.

1.4 Hypergeometrické rozdéleni

Mame N objektii mezi nimiz je M se sledovanou vlastnosti (napi. 4 vadné vyrobky v sérii 200 kust, 6
Cisel ze 49, na ktera sazejici Sportky vsadil, . . . ). Vybereme ndhodné bez vraceni n objektti. Nahodna
veli¢ina X, ktera udava pocet vybranych objektii se sledovanou vlastnosti ma hypergeometrické
rozdélenti.

Definice 1.4 Nédhodn4 veli¢ina X md hypergeometrické rozdéleni Hg(N, M, n), pravé kdyz ma
pravdépodobnostni funkce tvar

max{0,n — N + M} <z <min{n, M},

0 jinak.
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EX)|  DX) as(X) | Mo(X) pozL.
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Tabulka 6: Ciselné charakteristiky — hypergeometrické rozd&leni
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Obrazek 4: ¢tverec — hypergeometrické rozdéleni, hvézda — binomické rozdéleni

Tabulka ?? uvadi hodnoty nékterych Ciselnych charakteristik binomického rozdé€leni. Piikladem né-
hodné veli¢iny s hypergeometrickym rozd€lenim je napf. pocet vadnych vyrobkii mezi n ndhodné
vybranymi vyrobky z dodavky, Sportka, 5 ze 40, 10 Stastnych cisel, apod.

Zlomek 3; vyjadiuje tzv. vybérovy podil. Je-li tento podil mensi nez 0,05, 1ze hypergeometrické
rozdéleni aproximovat binomickym rozdélenim s parametry n a m = %, tedy

L6 (-
() v
Je-lirozsah N velky an relativné malé, potom rozdil mezi vybérem bez vraceni (rozdéleni H g(N, M, n))

a s vracenim (rozd€leni B(n, 7)) je zanedbatelny (obrazek ??). Je-1i navic m = % < 0,lan > 30,je
mozné hypergeometrické rozdéleni aproximovat Poissonovym rozdélenim, kde A = n%, tedy

O _x

o

Jarta = mre
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x 0 1 2 3 4
p(z) | 0,8119 | 0,1765 | 0,0114 | 0,0002 | 1,3-107°
F(z) | 0,8119 | 0,9884 | 0,9998 1 1

Tabulka 7: Hodnoty pravdépodobnostni funkce a distribu¢ni funkce H ¢(100,4,5)

Priklad 1.4 Vyrobky jsou dodavany v sériich po 100 kusech. Vystupni kontrola prohliZi z kazdé
série 5 riznych ndhodné vybranych vyrobkl a pfijimd ji, jestliZe mezi nimi neni Zddny zmetek.
Ocekavame, Ze série obsahuje 4 % zmetkl. Urlete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci ndhodné
veli¢iny udavajici pocet zmetki ve vybéru. S jakou pravdépodobnostni nebude série pfijata? Spocitejte
sttedni hodnotu a smérodatnou odchylku této ndhodné veliCiny. Zjistéte, zda jsou splnény podminky
aproximace binomickym rozdélenim.

Reseni: V sériich po 100 kusech se otekdva 4% zmetkd, coZ je 4. Nahodnou veliinu udévajici
pocet zmetkli mezi 5 vybranymi vyrobky miZeme popsat pomoci hypergeometrického rozdéleni
X ~ Hg(100,4,5). Tato ndhodna veli¢ina miZe nabyvat hodnot 0, 1,2, 3 a 4. Pravdépodobnostni
funkce m4 tvar o6

(z) (5—x)

(')

0  jinak.

r00,1,2,3,4,
p(z) = P

Odpovidajici distribu¢ni funkce je vyjadiena v tabulce ?? a grafem na obrdzku ??. Ur¢ime pravdépo-

0.9 1

0.8
\

\
0.7 \

06

05

p(x)

04

03

02

0.1

0.9

08

07

06

04

03

0.2

0.1

Obrazek 5: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce rozdéleni H g(100, 4, 5)

dobnost, se kterou nebude série pfijata, tzn. Ze bude obsahovat alespoii 1 zmetek, tedy P(X > 1) =
1-P(X<1)=1-P(X =0) =1-—p(0) = 0,188. Stfedni hodnota hypergeometrického rozdélen{

je E(X) = n’ = 0,2, smérodatnd odchylka o0 = /D(X) = \/nM( — MY = (0,429, Jelikoz

N N N/N-T —
je vybérovy podil & = 0,05, mizeme hypergeometrické rozd€leni aproximovat binomickym roz-
d€lenim B(5; 0,04). Pomoci aproximace timto rozdélenim by série nebyla pfijata s pravdépodobnosti
PX>1)=1-PX<1)=1-PX=0)=1-— (8)0,040 -0,96° = 0,185.
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I'Jkoly pro samostatnou praci
Nahodna velic¢ina

1. Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X je ddna tabulkou

c[O[1 (2345
p()]0,10]0,15[0,2]0,15[0,25[0,15 1

a) Urcete distribu¢ni funkci této ndhodné veli¢iny a obé funkce zobrazte graficky.

b) Vypocitejte pravdépodobnosti P(X < 3), P(X >4), P(1 < X <4).

c) Urcete stfedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku, modus, koeficienty Sikmosti a Spica-
tosti dané ndhodné veliciny.

2. Je déna distribu¢ni funkce spojité ndhodné veli¢iny X

0 pro r <0,
F(z)=<¢ C(1—cosx) 0<z<m,
1 T >,



Modely diskrétni nahodné veliciny

a) Urcete konstantu C'.

b) Urcete funkci hustoty pravdépodobnosti.

¢) Vypocitejte pravdépodobnosti P(0 < X < 1), P(F < X < %), P(§ < X < 7).

d) Urcete stiedni hodnotu, medidn, modus, rozptyl, smérodatnou odchylku, koeficienty Sikmosti
a Spicatosti této ndhodné veli¢iny.

Reseni:

1.

a) F(z):0proz < 0;0,10pro0 <z < 1;0,25pro 1 < z < 2; 0,45 pro 2 < z < 3; 0,60 pro
3<xr<4,085prod <z <5;1prox > 5;b)0,6;0,15; 0,6; c) 2,75; 2,488; 1,577; 4; —0,196;
—1,118;
a) 0,5; b) f(z): %sinx pro 0 < x < 7, 0 jinak; c) 0,146; 0,354; 0,5; d) g;g;%; 0,467; 0,684; 0;
—0,806.

Modely pro diskrétni nahodné veliciny

1. Pfi korektufe nové knihy se nalezne v priméru 40 chyb na 100 stran.

a) Jak4 je pravdépodobnost, Ze na ndhodné vybranych 20 stranach knihy bude vice nez 5 chyb,
neprekroc¢i pocet chyb 10, bude 5 az 10 chyb?
b) Urcete stfedni hodnotu poctu chyb a nejpravdépodobnéjsi pocet chyb na téchto 20 stranich.

. Zasadime 10 semen urcité rostliny a pfedpokladame, Ze z kazdého semene je moZné vypéstovat

zdravou rostlinu s pravdépodobnosti 0,8.

a) Jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet zdravych rostlin a jak4 je pravdépodobnost, Ze tento pocet
vypéstujeme?

b) Urcete pravdépodobnost, Ze pocCet zdravych rostlin bude alespoii 5, nejvyse 9, od 4 do 8.

. Urdity typ soucdstek je dodavan v sériich po 200 kusech. Pfi pfejimaci kontrole je z kazdé

série nahodné vybrano 5 vyrobkd, které se zkouskou znehodnoti. Série je pfijata, jestlize mezi

kontrolovanymi vyrobky neni Zddny vadny. Pfedpokladejme, Ze v sérii je 10 vadnych vyrobkd.

a) Popiste ndhodnou veli¢inu uddvajici pocet vadnych vybranych vyrobkii pomoci pravdépodob-
nostni a distribu¢ni funkce a zobrazte je graficky.

b) S jakou pravdépodobnosti bude série prijata?

c¢) UrcCete stfedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku a modus poctu zmetkid ve vybéru.

d) Provéite, zda jsou splnény podminky pro aproximaci rozdéleni ndhodné veliiny jinym typem
rozdéleni.

Reseni:

1.

a) 0,809; 0,816; 0,716;b) 8;7 a §;

2. a) 8;0,302; b) 0,994; 0,893; 0,623;

3.

a)p(z): (1) (22°)/(*°) prox = 0,1, ..., 5;jinak 0;b) 0,772; ¢) 0,25;0,233; 0,482; 0; d) B(5; 0,05).

T S5—x 5
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