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Modely spojité náhodné veličiny

E(X) D(X) α3(X) α4(X) kvantily xP Me(X)

α+β
2

1
12

(β − α)2 0 −1,2 α + P (β − α) α+β
2

Tabulka 1: Čı́selné charakteristiky – rovnoměrné rozdělenı́

1 Rovnoměrné rozdělenı́
Definice 1.1 Náhodná veličina X má rovnoměrné rozdělenı́ R(α, β) právě tehdy, když má funkce
hustoty pravděpodobnosti tvar

f(x) =


1

β − α
α < x < β,

0 jinak,

kde α, β ∈ R, α < β.

Přı́slušnou distribučnı́ funkci náhodné veličiny s rovnoměrným rozdělenı́m (obrázek 1) dostaneme
výpočtem

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt =

x∫
α

1

β − α
dt = · · · = x− α

β − α
pro α < x < β.

Celkový tvar distribučnı́ funkce je

F (x) =


0 x ≤ α,

x− α
β − α

α < x < β,

1 x ≥ β.

Obrázek 1: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ R(α, β)

Tabulka 1 uvádı́ hodnoty některých čı́selných charakteristik rovnoměrného rozdělenı́. Přı́kladem
náhodné veličiny s rovnoměrným rozdělenı́m je např. doba čekánı́ na nastoupenı́ jevu, který se
v pravidelných intervalech opakuje (doba čekánı́ na vlak metra, na dodávku zbožı́, pokud se pravidelně
opakujı́), chyby při zaokrouhlovánı́ čı́sel, apod.

Při výpočtech použı́váme zejména
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Modely spojité náhodné veličiny

• P (X ≤ x0) = F (x0) = x0−α
β−α ,

• P (x1 ≤ X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) = x2−α
β−α −

x1−α
β−α .

Přı́klad 1.1 Tramvaje jezdı́ v pravidelných intervalech po 10 minutách. Cestujı́cı́ přijde na zastávku
v libovolném okamžiku. Náhodná veličina představuje dobu čekánı́ na přı́jezd tramvaje.
• Určete typ rozdělenı́ dané náhodné veličiny a popište ji pomocı́ funkce hustoty a distribučnı́ funkce,

funkce vyjádřete matematicky i graficky.
• Určete pravděpodobnost, že cestujı́cı́ bude čekat nejvýše 5 minut, alespoň 3 minuty, právě 7 minut.
• Určete střednı́ hodnotu, medián, rozptyl, směrodatnou odchylku a 90 % kvantil.

Řešenı́: Daná náhodná veličina má rovnoměrné rozdělenı́ X ∼ R(0, 10). Funkce hustoty pravděpo-
dobnosti má tedy tvar

f(x) =

{
1
10

0 < x < 10,
0 jinak,

a odpovı́dajı́cı́ distribučnı́ funkce (obrázek 2) je potom

F (x) =


0 x ≤ 0,
x
10

0 < x < 10,
1 x ≥ 10.

Pravděpodobnost, že cestujı́cı́ bude čekat

Obrázek 2: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ R(0, 10)

• nejvýše 5 minut P (X ≤ 5) =
5∫
0

1
10
dx = 1

10
[x]50 = 0,5 nebo pomocı́ distribučnı́ funkce P (X ≤

5) = F (5) = 5
10

= 0,5,

• alespoň 3 minuty P (X ≥ 3) =
10∫
3

1
10
dx = 1

10
[x]103 = 0,7 nebo P (X ≥ 3) = 1 − P (X < 3) =

1− P (X ≤ 3) = 1− F (3) = 1− 3
10

= 0,7,
• právě 7 minut P (X = 7) = 0.

Dále určı́me čı́selné charakteristiky
• střednı́ hodnota E(X) = α+β

2
= 10

2
= 5,
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Modely spojité náhodné veličiny

E(X) D(X) α3(X) α4(X) kvantily xP Me(X)

α + δ δ2 2 6 α− δ ln(1− P ) α + δ ln 2

Tabulka 2: Čı́selné charakteristiky – exponenciálnı́ rozdělenı́

• medián Me(X) = α+β
2

= 10
2

= 5,
• rozptyl D(X) = 1

12
(β − α)2 = 1

12
(10− 0)2 = 100

12
= 8,333,

• směrodatná odchylka σ =
√
D(X) =

√
100
12

= 2,887,
• 90 % kvantil x0,90 = α + 0,90(β − α) = 0,9 · 10 = 9.

2 Exponenciálnı́ rozdělenı́
Definice 2.1 Náhodná veličinaX má exponenciálnı́ rozdělenı́Ex(α, δ) právě tehdy, když má funkce
hustoty pravděpodobnosti tvar

f(x) =

{ 1

δ
e−

x−α
δ x > α,

0 x ≤ α,

kde α ∈ R, δ > 0.

Distribučnı́ funkce (obrázek 3) má tvar

F (x) =

{
1− e−

x−α
δ x > α,

0 x ≤ α.

Tabulka 2 uvádı́ hodnoty některých čı́selných charakteristik exponenciálnı́ho rozdělenı́. Přı́kladem

Obrázek 3: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ Ex(α, δ)

náhodné veličiny s exponenciálnı́m rozdělenı́m je např. doba čekánı́ na obsluhu, životnost zařı́zenı́,
apod. Nacházı́ uplatněnı́ v teorii hromadné obsluhy, teorii spolehlivosti, teorii obnovy, při modelovánı́
rizikových jevů apod.

Při výpočtech použı́váme zejména
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Modely spojité náhodné veličiny

• P (X ≤ x0) = F (x0) = 1− e−
x0−α
δ ,

• P (x1 ≤ X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) = e−
x1−α
δ − e−

x2−α
δ .

Přı́klad 2.1 Bylo zjištěno, že doba čekánı́ na čı́šnı́ka v restauracı́ch určitého typu je náhodná veličina,
která má exponenciálnı́ rozdělenı́ se střednı́ hodnotou 5 minut a směrodatnou odchylkou 2 minuty.
Nakreslete graf funkce hustoty a distribučnı́ funkce. Určete pravděpodobnost, že doba čekánı́ nebude
většı́ než 5 minut.

Řešenı́: Pro exponenciálnı́ rozdělenı́ platı́E(X) = α+δ aD(X) = δ2, dostáváme tedyX ∼ Ex(3, 2).

α+ δ= 5
δ= 2

⇒ α = 3, δ = 2.

Graf funkce hustoty a distribučnı́ funkce je na obrázku 4. Pravděpodobnost, že doba čekánı́ nebude

Obrázek 4: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ Ex(3, 2)

většı́ než 5 minut je rovna P (X ≤ 5) = F (5) = 1− e− 5−3
2 = 1− e−1 = 0,632.

3 Normálnı́ rozdělenı́, normované normálnı́ rozdělenı́
Definice 3.1 Náhodná veličina X má normálnı́ rozdělenı́ N(µ, σ2) právě tehdy, když má funkce
hustoty pravděpodobnosti tvar

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 pro x ∈ R,

kde µ ∈ R, σ2 > 0.

Distribučnı́ funkce (obrázek 5) má tvar

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt =
1

σ
√

2π

x∫
−∞

e−
(t−µ)2

2σ2 dt pro x ∈ R.
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Modely spojité náhodné veličiny

Obrázek 5: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ N(µ, σ2)

E(X) D(X) α3(X) α4(X) kvantily xP Me(X) Mo(X)

µ σ2 0 0 µ+ σuP µ µ

Tabulka 3: Čı́selné charakteristiky – normálnı́ rozdělenı́

Tabulka 3 uvádı́ hodnoty některých čı́selných charakteristik1 normálnı́ho rozdělenı́.
Pro náhodnou veličinu s normálnı́m rozdělenı́m platı́:

• P (µ− σ < X < µ+ σ) = 0,683,

• P (µ− 2σ < X < µ+ 2σ) = 0,954,

• P (µ− 3σ < X < µ+ 3σ) = 0,997.

Definice 3.2 Mějme náhodnou veličinu X ∼ N(µ, σ2). Normovaná náhodná veličina U vzniklá
transformacı́

U =
X − µ
σ

má normálnı́ rozdělenı́ se střednı́ hodnotou 0 rozptylem 1, pı́šeme U ∼ N(0, 1).

Funkce hustoty má tvar

φ(u) =
1√
2π
e−

u2

2 pro u ∈ R,

distribučnı́ funkce (obrázek 6)

Φ(u) =

u∫
−∞

φ(t)dt =
1√
2π

u∫
−∞

e−
t2

2 dt pro u ∈ R.

Tabulka 4 uvádı́ hodnoty některých čı́selných charakteristik2 normovaného normálnı́ho rozdělenı́.
Hodnoty distribučnı́ funkce jsou pro kladné hodnoty tabelovány, pro záporné hodnoty platı́

1uP . . . kvantil rozdělenı́ N(0, 1)
2Hodnoty uP jsou tabelovány, pro P < 0,5 platı́ uP = −u1−P .
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Modely spojité náhodné veličiny

Obrázek 6: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ N(0, 1)

E(X) D(X) α3(X) α4(X) kvantily xP Me(X) Mo(X)

0 1 0 0 uP 0 0

Tabulka 4: Čı́selné charakteristiky – normované normálnı́ rozdělenı́

Φ(−u) = 1− Φ(u).

Jestliže X ∼ N(µ, σ2), U ∼ N(0, 1), pak distribučnı́ funkci náhodné veličiny X určı́me pomocı́
distribučnı́ funkce náhodné veličiny U .

F (x0) =P (X ≤ x0) = P (X − µ ≤ x0 − µ) = P
(
X−µ
σ
≤ x0−µ

σ

)
=

=P
(
U ≤ x0−µ

σ

)
= Φ

(
x0−µ
σ

)
Kvantily náhodné veličiny X se určujı́ pomocı́ kvantilů náhodné veličiny U , které jsou v tabulkách

(up), platı́ F (xP ) = Φ
(
xP−µ
σ

)
= Φ(uP ), odkud uP = xP−µ

σ
⇒ xP = µ+σuP . Použitı́ při výpočtech:

• P (X ≤ x0) = F (x0) = Φ
(
x0−µ
σ

)
,

• P (x1 ≤ X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) = Φ
(
x2−µ
σ

)
− Φ

(
x1−µ
σ

)
.

Přı́klad 3.1 Při kontrole jakosti přebı́ráme součástku tehdy, jestliže se jejı́ rozměr pohybuje v mezı́ch
26–27 mm. Rozměry součástek majı́ normálnı́ rozdělenı́ se střednı́ hodnotou µ = 26,4 mm a směro-
datnou odchylkou σ = 0,2 mm. Jaká je pravděpodobnost, že rozměr součástky náhodně vybrané ke
kontrole bude v požadovaných mezı́ch?

Řešenı́: Náhodná veličina X udávajı́cı́ rozměr součástky má rozdělenı́ X ∼ N(26,4; 0,22) (obrázek
7). Máme určit pravděpodobnost, že se tento rozměr bude nacházet v rozmezı́ 26–27 mm, tedy

P (26 ≤ X ≤ 27) =F (27)− F (26) = Φ
(

27−26,4
0,2

)
− Φ

(
26−26,4

0,2

)
=

= Φ(3)− Φ(−2) = Φ(3)− (1− Φ(2)) =
= 0,99865− (1− 0,97725) = 0,9759.
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Modely spojité náhodné veličiny

Obrázek 7: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ N(26,4; 0,04)

E(X) D(X) α3(X) α4(X) kvantily xP Mo(X)

eµ+σ
2/2 e2µω(ω−1)

√
ω−1(ω+2) ω4+2ω3+3ω2−6 eµ+σuP eµ−σ

2

Tabulka 5: Čı́selné charakteristiky – log-normálnı́ rozdělenı́

4 Log-normálnı́ rozdělenı́
Necht’X je nezáporná náhodná veličina. Má-li náhodná veličina lnX normálnı́ rozdělenı́ N(µ, σ2),
potom náhodná veličina X má logaritmicko-normálnı́ rozdělenı́ LN(µ, σ2).

Definice 4.1 Náhodná veličina X má logaritmicko-normálnı́ rozdělenı́ LN(µ, σ2) právě tehdy, když
má funkce hustoty pravděpodobnosti tvar

f(x) =


1

xσ
√

2π
e−

(ln x−µ)2

2σ2 x > 0,

0 x ≤ 0,

kde µ ≥ 0, σ > 0.

Tabulka 5 uvádı́ hodnoty některých čı́selných charakteristik3 log-normálnı́ho rozdělenı́. Logaritmicko-
normálnı́ rozdělenı́ se uplatňuje jako model přı́jmových a mzdových rozdělenı́, doby obnovy, opravy,
výměny zařı́zenı́, velikosti částic sypkých materiálů, v teorii spolehlivosti, apod. Má-li náhodná
veličina X log-normálnı́ rozdělenı́ X ∼ LN(µ, σ), pak transformovaná náhodná veličina

U =
lnX − µ

σ

má normované normálnı́ rozdělenı́ U ∼ N(0, 1). Potom platı́

F (x0) = Φ

(
lnx0 − µ

σ

)
= Φ(u),

kde Φ(u) je distribučnı́ funkce N(0, 1). Použitı́ při výpočtech:

3ω = eσ
2
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Modely spojité náhodné veličiny

• P (X ≤ x0) = F (x0) = Φ
(
lnx0−µ

σ

)
,

• P (x1 ≤ X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) = Φ
(
lnx2−µ

σ

)
− Φ

(
lnx1−µ

σ

)
.

Přı́klad 4.1 Předpokládejme, že odstupy mezi jedoucı́mi vozidly na dálnici (v sekundách) představujı́
náhodnou veličinu, která má log-normálnı́ rozdělenı́ s parametry µ = 1,27 a σ2 = 0,49 (obrázek 8).
Určete podı́l vozidel, jejichž odstupy budou 4 až 5 sekund.

Řešenı́: Pravděpodobnost, že odstupy budou 4 až 5 sekund je

Obrázek 8: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ LN(1,27; 0,7)

P (4 ≤ X ≤ 5) =F (5)− F (4) = Φ
(

ln 5−1,27
0,7

)
− Φ

(
ln 4−1,27

0,7

)
=

= 0,68613− 0,56597 = 0,12016.

5 Rozdělenı́ odvozená od normálnı́ho rozdělenı́
Pro řešenı́ řady praktických statistických úloh majı́ zvláštnı́ význam rozdělenı́ určitých funkcı́ normálně
rozdělených náhodných veličin. Jedná se o rozdělenı́χ2 (Pearsonovo4), t (Studentovo) aF (Fisherovo-
Snedecorovo5). U všech těchto rozdělenı́ budeme značit náhodné veličiny i jejich hodnoty stejně, a to
symboly použı́vanými právě pro jednotlivá rozdělenı́, tj. χ2, t a F .

5.1 Pearsovo rozdělenı́
Definice 5.1 Pearsonovo rozdělenı́ náhodné veličiny χ2 s ν stupni volnosti (např. obrázek 9), pı́šeme
χ2 ∼ χ2(ν) představuje rozdělenı́ náhodné veličiny

χ2 = U2
1 + U2

2 + · · ·+ U2
ν ,

kde U1, U2, . . . , Uν jsou nezávislé náhodné veličiny s rozdělenı́m N(0, 1).
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Modely spojité náhodné veličiny

Obrázek 9: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ χ2(5) a χ2(16)

Parametr ν (počet stupňů volnosti) zpravidla vyjadřuje počet nezávislých pozorovánı́ zmenšený o počet
lineárnı́ch podmı́nek na pozorovánı́ kladených. V matematické statistice se často použı́vajı́ kvantily
χ2
P tohoto rozdělenı́. Jsou zpravidla tabelované pro různé hodnoty P a stupně volnosti ν ≤ 30. Jestliže
ν > 30, lze použı́t ke stanovenı́ přibližné hodnoty kvantilu vztah

χ2
P (ν) ≈ 1

2

(√
2ν − 1 + uP

)2
,

kde uP je kvantil rozdělenı́ N(0, 1).

5.2 Studentovo rozdělenı́
Definice 5.2 Má-li náhodná veličinaU normované normálnı́ rozdělenı́U ∼ N(0, 1), náhodná veličina
χ2 Pearsonovo rozdělenı́ χ2 ∼ χ2(ν) a jsou-li U a χ2 nezávislé, pak náhodná veličina

t =
U√
χ2

ν

má Studentovo rozdělenı́ s ν stupni volnosti (např. obrázek 10), pı́šeme t ∼ t(ν).

Funkce hustoty pravděpodobnosti je symetrická kolem střednı́ hodnotyE(t) = 0. Kvantily Studentova
rozdělenı́ jsou pro ν ≤ 30 a P > 0,5 tabelovány, pro P < 0,5 platı́ vztah

tP = −t1−P .

Je-li ν > 30, lze kvantily Studentova rozdělenı́ nahradit kvantily normovaného normálnı́ho rozdělenı́
N(0, 1), tj. tp ≈ uP .

4čti „chı́ kvadrát“ rozdělenı́, resp. „Pı́rsnovo“ rozdělenı́
5čti „Fišerovo-Snedekorovo“ rozdělenı́
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Modely spojité náhodné veličiny

Obrázek 10: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ t(2) a t(20)

5.3 Fisherovo-Snedecorovo rozdělenı́
Definice 5.3 Má-li náhodná veličina χ2

1 rozdělenı́ χ2
1 ∼ χ2(ν1) s ν1 stupni volnosti a náhodná veličina

χ2
2 rozdělenı́ χ2

2 ∼ χ2(ν2) s ν2 stupni volnosti a jsou-li χ2
1 a χ2

2 nezávislé, pak náhodná veličina

F =
χ2
1

ν1
:
χ2
2

ν2

má Fisherovo-Snedecorovo rozdělenı́ s ν1 a ν2 stupni volnosti a pı́šeme F ∼ F (ν1, ν2) .

Obrázek 11: Funkce hustoty a distribučnı́ funkce rozdělenı́ F (30, 20) a F (3, 50)

Fischerovo-Snedecorovo rozdělenı́ je asymetrické (obrázek 11). Kvantily F rozdělenı́ jsou pro P >
0,5 tabelovány, pro P < 0,5 se určı́ ze vztahu

FP (ν1, ν2) =
1

F1−P (ν2, ν1)
.
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Úkoly pro samostatnou práci
1. Autobusy MHD jezdı́ v pravidelných intervalech po 15 minutách. Cestujı́cı́ přijde na zastávku

v libovolném okamžiku. Sledujme náhodnou veličinu představujı́cı́ dobu čekánı́ na přı́jezd auto-
busu.
a) Popište tuto náhodnou veličinu pomocı́ funkce hustoty a distribučnı́ funkce, funkce vyjádřete

matematicky i graficky.
b) Určete pravděpodobnost, že cestujı́cı́ bude čekat na spoj nejvýše 5 minut, právě 10 minut,

nejméně 3 minuty, 3 až 10 minut.
c) Určete střednı́ hodnotu, medián, rozptyl, směrodatnou odchylku a 90% kvantil doby čekánı́

na autobus.

2. Předpokládejme, že doba mezi přı́jezdy nákladnı́ch automobilů s betonovou směsı́ na stavbu je
náhodnou veličinou, která má exponenciálnı́ rozdělenı́. Minimálnı́ doba mezi přı́jezdy jednotlivých
vozidel na stavbu je 5 minut, průměrná doba je 10 minut.
a) Popište tuto náhodnou veličinu pomocı́ funkce hustoty a distribučnı́ funkce.
b) Jaká je pravděpodobnost, že doba mezi přı́jezdy jednotlivých vozidel bude menšı́ než 7 minut,

většı́ než 11 minut, 7 až 11 minut?
c) Určete střednı́ hodnotu, směrodatnou odchylku, medián a 20% kvantil doby mezi přı́jezdy

automobilů.

3. Máslo se strojově porcuje a balı́ na automatu. Dlouhodobým pozorovánı́m bylo zjištěno, že linka
produkuje balı́čky másla s průměrnou hmotnostı́ 246 gramů a směrodatnou odchylkou 8 gramů.
Předpokládejme, že hmotnost másla je náhodná veličina s normálnı́m rozdělenı́m.
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Modely spojité náhodné veličiny

a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraná kostka másla bude mı́t hmotnost menšı́ než 250
gramů?

b) Určete pravděpodobnost, že náhodně vybraná kostka másla bude mı́t hmotnost většı́ než 240
gramů.

c) Jaký je v celé produkci másla podı́l balenı́, která projdou výstupnı́ kontrolou, pokud je povolená
tolerance od stanovené hmotnosti 250 gramů ± 10 gramů?

4. Náhodná veličina X má logaritmicko-normálnı́ rozdělenı́ LN (3,5; 0,36).
a) Vypočı́tejte hodnotu distribučnı́ funkce F (x) v bodě x = 16, střednı́ hodnotu, směrodatnou

odchylku, modus, 5% kvantil a koeficient šikmosti této náhodné veličiny.
b) Určete pravděpodobnost, že náhodná veličina nabude hodnoty menšı́ než 20, většı́ než 30, od

20 do 30. Co platı́ pro součet těchto pravděpodobnostı́ a proč?

5. Náhodná veličina t má Studentovo rozdělenı́ t(24).
a) Určete 2,5% a 97,5% kvantily náhodné veličiny t.
b) Určete pravděpodobnost P (t > −2,064).

6. Náhodná veličina χ2 má Pearsonovo rozdělenı́ χ2(15).
a) Určete 5% a 95% kvantily náhodné veličiny χ2.
b) Určete pravděpodobnost P (χ2 < 7,26).

7. Náhodná veličina F má Fisherovo rozdělenı́ F (12, 7).
a) Určete 5% a 95% kvantily náhodné veličiny F .
b) Určete pravděpodobnost P (F < 4,666).

Řešenı́:

1. a) f(x): 1/15 pro 0 < x < 15; 0 jinak; F (x): 0 pro x ≤ 0; x/15 pro 0 < x < 15; 1 pro x ≥ 15;
b) 0,333; 0; 0,8; 0,467; c) 7,5; 7,5; 18,75; 4,330; 13,5;

2. a) f(x): 1
5
e−(x−5)/5 pro x > 5; 0 pro x ≤ 5; F (x): 1− e−(x−5)/5 pro x > 5; 0 pro x ≤ 5; b) 0,330;

0,301; 0,369; c) 10; 5; 8,466; 6,116;
3. a) 0,691; b) 0,773; c) 73,3 %;
4. a) 0,113; 39,646; 26,098; 23,104; 12,343; 2,260; b) 0,200; 0,564; 0,236;
5. a) −2,064; 2,064; b) 0,975;
6. a) 7,26; 25,0; b) 0,05;
7. a) 0,343; 3,575; b) 0,975.
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