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Modely spojité nahodné veliciny

E(X) D(X) as3(X) | aq(X) | kvantilyzp | Me(X)

aT+B (B —a)? 0 —12 |a+P(B—a)| <2

Tabulka 1: Ciselné charakteristiky — rovnomé&rné rozd&leni

1 Rovnomeérné rozdéleni

Definice 1.1 Nahodnd veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni R(«, 3) pravé tehdy, kdyZ ma funkce
hustoty pravdépodobnosti tvar

kde o, B € R, < 5.

Prislus$nou distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim (obrazek 1) dostaneme
vypoctem

x x 1 _
F(z) = /f(t)dt:/mdt:---: ;_Z pro o<z <p.
Celkovy tvar distribu¢ni funkce je
0 r < q,
T —a
F(z) = 5 a a<z<p,

1 x> p.

f) Fa)|

1
1 —_—
8—a
[ 3 &€ « 3 2

Obrazek 1: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozdéleni R(«, )

Tabulka 1 uvadi hodnoty nékterych ¢iselnych charakteristik rovnomérného rozdéleni. Prikladem
ndhodné veli¢iny s rovnhomérnym rozdélenim je napf. doba ¢ekdni na nastoupeni jevu, ktery se
v pravidelnych intervalech opakuje (doba ¢ekani na vlak metra, na doddvku zboZzi, pokud se pravidelné
opakuji), chyby pfi zaokrouhlovéni ¢isel, apod.

Pii vypoctech pouzivame zejména
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Priklad 1.1 Tramvaje jezdi v pravidelnych intervalech po 10 minutach. Cestujici pfijde na zastavku
v libovolném okamziku. Ndahodna veli¢ina pfedstavuje dobu ¢ekani na piijezd tramvaje.
e Urcete typ rozdéleni dané nahodné veliciny a popiste ji pomoci funkce hustoty a distribu¢ni funkce,
funkce vyjadrete matematicky i graficky.
e Urcete pravdépodobnost, Ze cestujici bude ¢ekat nejvySe 5 minut, alespoii 3 minuty, pravé 7 minut.
e Urcete stfedni hodnotu, medidn, rozptyl, smérodatnou odchylku a 90 % kvantil.

Reseni: Dand ndhodnd veli¢ina ma rovnomérmé rozdéleni X ~ R(0,10). Funkce hustoty pravdépo-

dobnosti ma tedy tvar

L 0<2 <10,

/(@) :{ 0 jinak,

a odpovidajici distribu¢ni funkce (obrazek 2) je potom

0 x<0,
F(r)=14 { 0<x<10,
1 z>10.

Pravdépodobnost, Ze cestujici bude cekat

Obrézek 2: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozdéleni R(0, 10)

5
e nejvySe 5 minut P(X < 5) = [ {5de = 75[2]5 = 0,5 nebo pomoci distribuéni funkce P(X <
0

10
5) = F(5) = 15 = 0,5,

e alespoii 3 minuty P(X > 3) = [ {zde = 55[z]3° = 0,7 nebo P(X > 3) =1— P(X < 3) =
3

1-P(X<3)=1-F(3)=1-3=07,
e pravé 7 minut P(X =7) = 0.
Diéle ur¢ime C¢iselné charakteristiky

e stfedni hodnota E(X) = 232 = 10 =5,
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E(X) | D(X) | as(X) | asa(X) | kvantily zp Me(X)

a+d| 62 2 6 a—0ln(l1—P)|a+dln2

Tabulka 2: Ciselné charakteristiky — exponencidlni rozdé&leni

medidn Me(X) = 22 = 10 = 5,
rozptyl D(X) = (8 — a)? = 5(10 — 0)? = 12 = 8,333,

smérodatnd odchylka 0 = /D(X) = /1% = 2887,
90 % kvantil 76,90 = o + 0,90(5 — @) = 0,9 - 10 = 9.

2 Exponencialni rozdéleni

Definice 2.1 Néhodn4 veli¢ina X m4 exponencialni rozdéleni £x(«, §) pravé tehdy, kdyZ ma funkce
hustoty pravdépodobnosti tvar

I _sa
f(x):{ ge s xr > a,

0 r < q,
kde o € R, 6 > 0.

Distribu¢ni funkce (obrazek 3) ma tvar

1—e 75 T >,
F(I):{ 0 z < a.

Tabulka 2 uvadi hodnoty nékterych Ciselnych charakteristik exponencidlniho rozdéleni. Prikladem

F(x)

4
S

1

Obrazek 3: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozdéleni Fx(«, d)

ndhodné veliCiny s exponencidlnim rozd€lenim je napi. doba ¢ekdni na obsluhu, Zivotnost zafizend,
apod. Nachazi uplatnéni v teorii hromadné obsluhy, teorii spolehlivosti, teorii obnovy, pti modelovani
rizikovych jevl apod.

Pii vypoctech pouzivame zejména
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Priklad 2.1 Bylo zjisté€no, Ze doba ¢ekani na ¢iSnika v restauracich urcitého typu je ndhodna veli¢ina,
kterd ma exponencidlni rozdéleni se stfedni hodnotou 5 minut a smérodatnou odchylkou 2 minuty.
Nakreslete graf funkce hustoty a distribu¢ni funkce. Urcete pravdépodobnost, Ze doba ¢ekani nebude

vEetsi nez 5 minut.

Reseni: Pro exponencialni rozd&leni plati £(X) = a+da D(X) = 62, dostavame tedy X ~ Ex(3,2).

a+0=>5 B B
(5:2:>oz—3,5—2.

Graf funkce hustoty a distribu¢ni funkce je na obrazku 4. Pravdépodobnost, Ze doba ¢ekani nebude

Obrazek 4: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozdéleni Ex(3,2)

V&3f nez 5 minut je rovna P(X <5) = F(5) =1—¢" 2 =1—¢"! =0,632.

3 Normalni rozdéleni, normované normalni rozdéleni

Definice 3.1 Nahodn4 veli¢ina X ma normdlni rozd&leni N (u,o?) pravé tehdy, kdyZ md funkce

hustoty pravdépodobnosti tvar

1 (@—pm)?
flz) = e 22 pro z€R,

oV 2

kde i € R, 02 > 0.

Distribu¢ni funkce (obrazek 5) ma tvar

[ 1 f (t—p)?
F(x) = t)dt = e 2% dt pro
@= [ rwa=—— | p

z € R.
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Obrazek 5: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozd&leni N (u, o?)

E(X) | D(X) | a3(X) | as(X) | kvantily zp | Me(X) | Mo(X)

U o? 0 0 W+ oup U L

Tabulka 3: Ciselné charakteristiky — normalni rozdéleni

Tabulka 3 uvadi hodnoty n&kterych &iselnych charakteristik! normalniho rozdélend.
Pro ndhodnou veli¢inu s normalnim rozdélenim plati:

e Plu—o< X <p+o)=0,683,

o Plu—20 <X < p+20)=0,954,

e P(u—30 <X < p+30)=0,997.

Definice 3.2 Mé&jme ndhodnou veli¢inu X ~ N(u,0?). Normovana nahodna veli¢ina U vznikld

transformaci
X —p

o

U —

mad normdlni rozdéleni se stfedni hodnotou 0 rozptylem 1, piSeme U ~ N(0, 1).

Funkce hustoty ma tvar
1 u?
u) = e 2z pro u€ER,
o(u) Nor p

distribu¢ni funkce (obrazek 6)

u 1 u t2
O(u) = /gb(t)dtzﬁ/e_uﬁ pro u € R.

Tabulka 4 uvadi hodnoty n&kterych &iselnych charakteristik? normovaného normélniho rozdélend.
Hodnoty distribuc¢ni funkce jsou pro kladné hodnoty tabelovéany, pro zdporné hodnoty plati

Yup ... kvantil rozdéleni N (0, 1)
2Hodnoty up jsou tabelovény, pro P < 0,5 plati up = —u;_p.
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o(u) ) -

Obrazek 6: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozdéleni N (0, 1)

E(X) | D(X) | as(X) | as(X) | kvantily zp | Me(X) | Mo(X)

0 1 0 0 up 0 0

Tabulka 4: Ciselné charakteristiky — normované normalni rozdéleni

O(—u) =1— O(u).

Jestlize X ~ N(u,0?%), U ~ N(0,1), pak distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X uréime pomoci
distribucni funkce ndhodné veli¢iny U.

Flwo)=P(X < a0) = P(X —p S g —pu) = P (334 < 7) =

=P (U< 578) =@ (%7)
Kvantily nghodné veliginy X se uréuji pomocf kvantili ndhodné veli¢iny U, které jsou v tabulkdch
(up), plati F(zp) = ® (2£4) = ®(up), odkud up = L2 = zp = j14 oup. PouZiti pii vypoltech:

o g

o P(X <) = F(xg) =  (2£),

o Plor < X <) = F(an) — Fan) = ® (=) — @ (27%).
Priklad 3.1 Pii kontrole jakosti prebirdme soucastku tehdy, jestlize se jeji rozmér pohybuje v mezich
26-27 mm. Rozméry soucdstek maji normélni rozdéleni se stfedni hodnotou ¢ = 26,4 mm a sméro-
datnou odchylkou o = 0,2 mm. Jak4 je pravdépodobnost, Ze rozmér soucastky ndhodné vybrané ke
kontrole bude v pozadovanych mezich?

Reseni: Nahodn4 veli¢ina X uddvajici rozmér soudastky ma rozdéleni X ~ N (26,4;0,2%) (obrazek
7). Méame urcit pravdépodobnost, Ze se tento rozmér bude nachizet v rozmezi 2627 mm, tedy

0,2 0,2
O(3) —®(=2) = ¢(3) — (1 -2(2)) =
0,99865 — (1 — 0,97725) = 0,9759.

P(26 < X < 27)=F(27) — F(26) = ® (M) _ (26726,4> _
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Obrazek 7: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozdéleni N (26,4;0,04)

E(X) | D(X) az(X) ay(X) kvantily zp | Mo(X)

enta®/2 erw(w—1) | Vo—T(w+2) | wit2w3+302-6 ettoup en—o’

Tabulka 5: Ciselné charakteristiky — log-normalni rozdéleni

4 Log-normalni rozdéleni
Necht X je nezdpornd ndhodnd veli¢ina. Ma-li ndhodn4 veli¢ina In X normélni rozd&leni N (u,o?),
potom ndhodna veli¢ina X ma logaritmicko-normalni rozdéleni LN (y, o).

Definice 4.1 Nahodn veli¢ina X m4 logaritmicko-normdlni rozd€leni LN (11, o) pravé tehdy, kdyz
ma funkce hustoty pravdépodobnosti tvar

1 _(lnwfu)2
e 22 x> 0,

0 x <0,

kde > 0,0 > 0.

Tabulka 5 uvadi hodnoty n&kterych &iselnych charakteristik® log-normélniho rozdéleni. Logaritmicko-
normalni rozdéleni se uplatiiuje jako model ptijmovych a mzdovych rozdéleni, doby obnovy, opravy,
vymény zafizeni, velikosti ¢4stic sypkych materidld, v teorii spolehlivosti, apod. Ma-li ndhodna
veli¢ina X log-normdln{ rozdéleni X ~ LN (u, o), pak transformovand ndhodna veli¢ina

InX —pu
o

U:

ma normované normalni rozdéleni U ~ N (0, 1). Potom plati

Flzg) = ® (1”0—_“> = &(u),

g

kde ®(u) je distribuéni funkce N (0, 1). PouZiti pfi vypoctech:
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o P(X <) = F(z) = & (eet),
o P(zy < X <) = Flxp) — Fay) = @ (e2£) — ¢ (it

e o

Priklad 4.1 Predpokladejme, Ze odstupy mezi jedoucimi vozidly na dédlnici (v sekundéch) predstavuji
ndhodnou veli¢inu, kterd m4 log-normdlni rozdéleni s parametry ;. = 1,27 a 02 = 0,49 (obrdzek 8).
Urcete podil vozidel, jejichZ odstupy budou 4 aZz 5 sekund.

Reseni: Pravd&podobnost, Ze odstupy budou 4 a7 5 sekund je

L L L L L L T L L L L L L T
a 2 4 6 2 10 12 14 16 18 20 0 2 4 L 2 10 12 14 16 18 20
x x

Obrazek 8: Funkce hustoty a distribuéni funkce rozdéleni LN (1,27;0,7)

P(4< X <5)=F(5) — F(4) :q>(h15—_L27) _@(hﬂl—_lﬂ) _

0,7 0,7
=0,68613 — 0,56597 = 0,12016.

5 Rozdéleni odvozena od normalniho rozdéleni

Pro feSeni fady praktickych statistickych uloh maji zvl4Stni vyznam rozdéleni urcitych funkci normalné
rozdé&lenych ndhodnych veli¢in. Jedn4 se o rozdéleni y? (Pearsonovo*), ¢ (Studentovo) a F' (Fisherovo-
Snedecorovo’). U vSech t&chto rozdéleni budeme znacit ndhodné veli¢iny i jejich hodnoty stejné, a to
symboly pouZivanymi pravé pro jednotlivd rozdélenti, tj. x2,t a F.

5.1 Pearsovo rozdéleni

Definice 5.1 Pearsonovo rozdéleni nihodné veli¢iny y? s v stupni volnosti (napf. obrazek 9), piSeme
x? ~ x*(v) predstavuje rozdéleni ndhodné veli¢iny

X =U+ U+ -+ U2,

kde Uy, Us, . .., U, jsou nezévislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim N (0, 1).
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Obrazek 9: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozdéleni x?(5) a x*(16)

Parametr v (poCet stupiiti volnosti) zpravidla vyjadfuje pocet nezavislych pozorovani zmenseny o pocet
linedrnich podminek na pozorovani kladenych. V matematické statistice se Casto pouzivaji kvantily
X% tohoto rozdé&leni. Jsou zpravidla tabelované pro riizné hodnoty P a stupn& volnosti v < 30. Jestlize
v > 30, 1ze pouZit ke stanoveni pfiblizné hodnoty kvantilu vztah

1
)~ 5 (VIr =T+ up),

kde up je kvantil rozdéleni N (0, 1).

5.2 Studentovo rozdéleni

Definice 5.2 Ma-li ndhodna veli¢ina U normované normdlni rozdéleni U ~ N (0, 1), ndhodna veli¢ina
x?2 Pearsonovo rozdéleni x* ~ x?(v) ajsou-li U a x? nezdvislé, pak ndhodna veli¢ina

U
\/g

mad Studentovo rozdéleni s v stupni volnosti (napf. obrdzek 10), piSeme ¢ ~ t(v).

t =

Funkce hustoty pravdépodobnosti je symetricka kolem stfedni hodnoty E£(¢) = 0. Kvantily Studentova
rozdéleni jsou pro v < 30 a P > 0,5 tabelovény, pro P < 0,5 plati vztah

tp - —tl_p.

Je-li v > 30, 1ze kvantily Studentova rozdéleni nahradit kvantily normovaného normalniho rozdéleni
N(O, 1), tj. tp = Up.

4¢&ti ,,chi kvadrat rozdélent, resp. ,,Pirsnovo* rozdéleni
5¢&ti |, Fiserovo-Snedekorovo® rozd&leni

10
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Obrazek 10: Funkce hustoty a distribuéni funkce rozdéleni ¢(2) a ¢(20)

5.3 Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni
Definice 5.3 M4-li ndhodnd veli¢ina x? rozd&leni x? ~ x?(v1) s v; stupni volnosti a ndhodna veli¢ina
x5 rozd&leni x3 ~ x%(v2) s v, stupni volnosti a jsou-li x? a x3 nezévislé, pak ndhodn4 veli¢ina
2 2
X1 X2
%1 1%}

mad Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni s 11 a v stupni volnosti a piSeme F' ~ F'(vq,15) .

F(30,20)

Fx)

Obrézek 11: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozdéleni F'(30,20) a F(3, 50)

Fischerovo-Snedecorovo rozdéleni je asymetrické (obrdzek 11). Kvantily F' rozdéleni jsou pro P >
0,5 tabelovany, pro P < 0,5 se urci ze vztahu

1

F = -
P(Vl’l/z) F17P(V2,V1)

Literatura

Zakladni
MANN, P.S. Introductory Statistics. 6th edition. Hoboken: Wiley, 2007. ISBN 978-0-471-75530-2.
11



Modely spojité nahodné veliciny

MOUCKA, J., RADL, P. Matematika pro studenty ekonomie. 1. vyd. Grada 2010. ISBN 978-80-
247-3260-2.

NEUBAUER, J., SEDLACIK, M., KRiZ, O. Ziklady statistiky — Aplikace v technickych a eko-
nomickych oborech. Grada 2012.ISBN: 978-80-247-4273-1.

REZANKOVA, H. Analyza dat z dotaznikovych Setieni. 2. vydani, Professional Publishing, 2010.
ISBN: 9788074310195.

Doporucena

AGRESTI, A. Categorical Data Analysis. Second Edition. Wiley 2002. ISBN: 0-471-36093-7.
ANDEL, J. Statistické metody. 3. vydani. Praha: Matfyzpress, 2003. ISBN 80-86732-08-8.

ANDEL, J. Ziklady matematické statistiky. 2. vyd. Praha: Matfyzpress, 2007, 358 s. ISBN 978-
80-7378-001-2.

VAGNER, M. Integrélni po&et funkci jedné proménné. 1. vydani. Brno: UO, 2005,126 s. ISBN
80-7231-025-9.

VAGNER, M., KASTANKOVA, V. Posloupnosti a fady. 1. vydani. Brno: UO, 2006. ISBN 80-
7231-131-X.

kaoly pro samostatnou praci

1. Autobusy MHD jezdi v pravidelnych intervalech po 15 minutich. Cestujici pfijde na zastavku
v libovolném okamzZiku. Sledujme ndhodnou veli¢inu predstavujici dobu ¢ekani na piijezd auto-
busu.

a) Popiste tuto ndhodnou veli¢inu pomoci funkce hustoty a distribu¢ni funkce, funkce vyjadiete
matematicky i graficky.

b) Urcete pravdépodobnost, Ze cestujici bude ¢ekat na spoj nejvyse 5 minut, pravé 10 minut,
nejméné 3 minuty, 3 aZ 10 minut.

c) Urcete stiedni hodnotu, median, rozptyl, smérodatnou odchylku a 90% kvantil doby cekéni
na autobus.

2. Predpokladejme, Ze doba mezi pfijezdy ndkladnich automobili s betonovou smési na stavbu je
ndhodnou veli¢inou, kterd ma exponencialni rozdéleni. Minimalni doba mezi piijezdy jednotlivych
vozidel na stavbu je 5 minut, primérnd doba je 10 minut.

a) Popiste tuto ndhodnou veli¢inu pomoci funkce hustoty a distribu¢ni funkce.

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze doba mezi piijezdy jednotlivych vozidel bude mensi neZ 7 minut,
vétsi nez 11 minut, 7 az 11 minut?

c) Urcete stfedni hodnotu, smérodatnou odchylku, median a 20% kvantil doby mezi piijezdy
automobilu.

3. Maslo se strojové porcuje a bali na automatu. Dlouhodobym pozorovanim bylo zjisténo, Ze linka
produkuje bali¢ky mdsla s primérnou hmotnosti 246 gramti a smérodatnou odchylkou 8 gramdi.
Predpokladejme, Ze hmotnost masla je ndhodna veli¢ina s normalnim rozdélenim.

12
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a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana kostka masla bude mit hmotnost mensi nez 250
gramu?

b) Urcete pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané kostka mésla bude mit hmotnost vétsi nez 240
gramul.

c) Jaky je v celé produkci mésla podil baleni, kterd projdou vystupni kontrolou, pokud je povolena
tolerance od stanovené hmotnosti 250 gramid + 10 grama?

4. Néhodna veli¢ina X m4 logaritmicko-normaélni rozd€leni LN (3,5;0,36).
a) Vypocitejte hodnotu distribu¢ni funkce F'(x) v bodé x = 16, stfedni hodnotu, smérodatnou
odchylku, modus, 5% kvantil a koeficient Sikmosti této ndhodné veli¢iny.
b) Urcete pravdépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina nabude hodnoty mensi nez 20, vétsi nez 30, od
20 do 30. Co plati pro soucet téchto pravdépodobnosti a pro¢?

5. Nahodnd veli¢ina t ma Studentovo rozdélent ¢(24).
a) Urcete 2,5% a 97,5% kvantily ndhodné veliciny ?.
b) Urcete pravdépodobnost P(t > —2,064).

6. Ndhodn4 veli¢ina x? ma Pearsonovo rozdéleni x?(15).
a) Urdete 5% a 95% kvantily nahodné veli¢iny x?.
b) Ur&ete pravdépodobnost P(y? < 7,26).

7. Nahodna veli¢ina F' ma Fisherovo rozdéleni F'(12, 7).
a) Urcete 5% a 95% kvantily ndhodné veliciny F'.
b) Urcete pravdépodobnost P(F < 4,666).

Reseni:

1. a) f(z): /15 pro 0 < z < 15; 0 jinak; F'(z): 0 proxz < 0; z/15 pro 0 < x < 15; 1 pro z > 15;
b) 0,333; 0; 0,8; 0,467, ¢) 7,5;7,5; 18,75; 4,330; 13,5;

2. a) f(x): %e_(l’_‘r’)/‘r’ prox > 5;0prox < 5; F(z): 1 — e~ @=/% pro x > 5; 0 pro x < 5; b) 0,330;

0,301; 0,369; ¢) 10; 5; 8,466; 6,116;

a) 0,691; b) 0,773; ¢) 73,3 %;

a) 0,113; 39,646; 26,098; 23,104; 12,343; 2,260; b) 0,200; 0,564; 0,236;

a) —2,064; 2,064; b) 0,975;

a) 7,26; 25,0; b) 0,05;

a) 0,343; 3,575; b) 0,975.
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