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Modely spojité nahodné veli€iny

o Rovnomérné rozdéleni
o Exponencidlni rozdé&len{
o Normalni a normované normalni rozdé&leni
o Log-normalni rozdé&leni
o Rozdéleni odvozend od normiiniho
@ Pearsonovo
@ Studentovo
@ Fisherovo-Snedecorovo

PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA



Rovnomé&rné rozdéleni

Definice

Ndhodn3a veli¢ina X m3a rovnomérné rozdéleni R(«, 3) pravé tehdy, kdyZ m3
funkce hustoty pravdépodobnosti tvar

f(X) _ m a < x < ,B,
0 jinak,

kde a, B e R,a < .
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Rovnomé&rné rozdéleni

Distribu&ni funkci ndhodné veli¢iny s rovhomé&rnym rozdélenim dostaneme

X

F(X):/f(f)dtz/ﬁiadt='~=% pro a<x<p.

—0o0 @
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Rovnomé&rné rozdéleni

Distribu&ni funkci ndhodné veli¢iny s rovhomé&rnym rozdélenim dostaneme

X

F(X):/f(f)dtz/ﬁiadt='~=% pro a<x<p.

—o0 @

Celkovy tvar distribu&ni funkce je

0 x < a,
F(x) = ;: a<x<p,
1 x > .
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Rovnomé&rné rozdéleni

f(=) Fia)

B—a

a3 B @ @ 5 @

Obrazek: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozdé&leni R(«, )
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Rovnomé&rné rozdéleni

N3asledujici tabulka uvadi hodnoty nékterych &iselnych charakteristik
rovnomérného rozdéleni.

E(X) D(X) az3(X) | aa(X) kvantily xp Me(X)

off | (B —a)? 0 -12 | a+P(B—a) oth
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Rovnomé&rné rozdéleni

N3asledujici tabulka uvadi hodnoty nékterych &iselnych charakteristik
rovnomérného rozdéleni.

E(X) D(X) az3(X) | aa(X) kvantily xp Me(X)

off | (B —a)? 0 -12 | a+P(B—a) oth

Ptiklady: doba &ekani na nastoupeni jevu, ktery se v pravidelnych intervalech
opakuje (doba &ekani na vlak metra, na doddvku zboZi, pokud se pravideln&
opakuji), chyby p¥i zaokrouhlovéni &isel, . ..
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Rovnomé&rné rozdéleni

PouZiti p¥i vypol&tech:

[} P(X S Xo) = F(Xo) = );g:s
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Rovnomé&rné rozdéleni

PouZiti p¥i vypol&tech:

[} P(X S Xo) = F(Xo) = );g:s

] P(Xl S X §X2) = F(Xg) — F(Xl)
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Priklad

Tramvaje jezdi v pravidelnych intervalech po 10 minutich. Cestujici p¥ijde na

zastavku v libovolném okamzZiku. Ndhodn3a veli¢ina pfedstavuje dobu &ekani na
ptijezd tramvaje.

@ Urlete typ rozdéleni dané ndhodné veli¢iny a popiste ji pomoci funkce
hustoty a distribuéni funkce, funkce vyjad¥ete matematicky i graficky.
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Priklad

Tramvaje jezdi v pravidelnych intervalech po 10 minutich. Cestujici p¥ijde na

zastavku v libovolném okamzZiku. Ndhodn3a veli¢ina pfedstavuje dobu &ekani na
ptijezd tramvaje.

@ Urlete typ rozdéleni dané ndhodné veli¢iny a popiste ji pomoci funkce
hustoty a distribuéni funkce, funkce vyjad¥ete matematicky i graficky.

@ Urlete pravdépodobnost, Ze cestujici bude &ekat nejvy$e 5 minut, alespofi
3 minuty, pravé 7 minut.
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Priklad

Tramvaje jezdi v pravidelnych intervalech po 10 minutich. Cestujici p¥ijde na
zastavku v libovolném okamzZiku. Ndhodn3a veli¢ina pfedstavuje dobu &ekani na
ptijezd tramvaje.
@ Urlete typ rozdéleni dané ndhodné veli¢iny a popiste ji pomoci funkce
hustoty a distribuéni funkce, funkce vyjad¥ete matematicky i graficky.
@ Urlete pravdépodobnost, Ze cestujici bude &ekat nejvy$e 5 minut, alespofi
3 minuty, pravé 7 minut.

o Urgete stfedni hodnotu, median, rozptyl, smérodatnou odchylku a 90 %
kvantil.
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Priklad

Dana ndhodna veli¢ina ma& rovnomé&rné rozdéleni X ~ R(0, 10).
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Priklad

Dana ndhodna veli¢ina ma& rovnomé&rné rozdéleni X ~ R(0, 10).
Funkce hustoty pravdépodobnosti ma tvar

L 0<x<10
— 10 )
f(X)*{ 0 jinak,
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Priklad

Dana ndhodna veli¢ina ma& rovnomé&rné rozdéleni X ~ R(0, 10).
Funkce hustoty pravdépodobnosti ma tvar

L 0<x<10
— 10 )
f(X)*{ 0 jinak,

distribu¢ni funkce je potom

0 x<0,
Fx)=4 1 0<x<10,
1 x>10.
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Priklad
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Obrazek: Funkce hustoty a distribuéni funkce rozd&leni R(0, 10)
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Priklad

Pravdépodobnost, Ze cestujici bude &ekat
@ nejvyse 5 minut
5
P(X <5) = [ 5dx = $5[x]5 = 0,5
0

nebo pomoci distribu¢ni funkce
P(X <5)=F(5) =3 =05

PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA



Priklad

Pravdépodobnost, Ze cestujici bude &ekat
@ nejvyse 5 minut
5
P(X <5) = [ 5dx = $5[x]5 = 0,5
0

nebo pomoci distribu¢ni funkce
P(X <5)=F(5) =3 =05

@ alespon 3 minuty
10
P(X >3)= [+dx= 5[x]5* =07
3

P(X>3)=1-P(X<3)=1-P(X<3)=1-F(3)=
=1-3=07
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Priklad

Pravdépodobnost, Ze cestujici bude &ekat
@ nejvyse 5 minut
5
P(X <5) = [ 5dx = $5[x]5 = 0,5
0

nebo pomoci distribu¢ni funkce
P(X <5)=F(5) =3 =05

@ alespon 3 minuty
10
P(X >3)= [+dx= 5[x]5* =07
3
P(X>3)=1-P(X<3)=1-P(X<3)=1—-F3) =

=1-3=07
@ pravé 7 minut
P(X=7)=0
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Priklad

o stfedni hodnota E(X) = 212 = 10 —5
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Priklad

@ stfedni hodnota E(X

)=
o median Me(X) = >~
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Priklad

@ stfedni hodnota E(X) .
o medidn Me(X) = 2 =0 =5
e rozptyl D(X) = 5(8 — a)* = (10— 0)> = 22 = 8,333
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Priklad

o stfedni hodnota E(X) = ¢} =1 =5
o medidn Me(X) = 2 =0 =5
e rozptyl D(X) = é(ﬂ —a)® = £(10-0)* = 10 = 8333

e smérodatna odchylka 0 = \/D(X) = /1% = 2,887
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Priklad

o stfedni hodnota E(X) = 242

o medidn Me(X) = 248 = 10 =
e rozptyl D(X) = %(ﬂ —a)® = £(10-0)* = 10 = 8333
e smérodatna odchylka 0 = \/D(X) = /1% = 2,887

@ 90 % kvantil x0,00 = a4+ 0,90(8 —a) =0,9-10=9

H,_.U.I
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Exponencialni rozdé&leni

Definice

Ndhodna veli¢ina X m3 exponencidlni rozdéleni Ex(«, d) pravé tehdy, kdyZ ma
funkce hustoty pravdépodobnosti tvar

1 _x—«o
f(x)={5e T
0 x < a,

kde @ € R, > 0.
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Exponencialni rozdé&leni

Distribu¢ni funkce ma tvar

l—e 5 x>a
F(X):{ eo §<Z
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Exponencialni rozdé&leni

sl B

a x @ =

Obrézek: Funkce hustoty a distribuni funkce rozd&leni Ex(a, §)
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Exponencialni rozdé&leni

Nasledujici tabulka uvadi hodnoty nékterych &iselnych charakteristik
exponencialniho rozdéleni.

E(X) | D(X) | as(X) | aa(X) kvantily xp Me(X)

a+6 8§ 2 6 a—6In(l1—P) | a+6In2
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Exponencialni rozdé&leni

Nasledujici tabulka uvadi hodnoty nékterych &iselnych charakteristik
exponencialniho rozdéleni.

E(X) | D(X) | as(X) | aa(X) kvantily xp Me(X)

a+6 8§ 2 6 a—6In(l1—P) | a+6In2

P¥iklady: teorie hromadné obsluhy, teorie spolehlivosti, teorie obnovy, doba
¢ekdni na obsluhu, Zivotnost zafizeni, . ..
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Exponencialni rozdé&leni

PouZiti p¥i vypol&tech:
=

o P(X < Xo) = F(Xo) =1—e "
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Exponencialni rozdé&leni

PouZiti p¥i vypol&tech:
=

o P(X < Xo) = F(Xo) =1—e "
0 P(x1 < X <x)=F(x)—F(a)= e T —e
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Priklad

Bylo zjist&no, Ze doba ¢ekdni na &iSnika v restauracich uréitého typu je ndhodna
veli¢ina, kterd ma exponencidlni rozdéleni se stfedni hodnotou 5 minut a
smérodatnou odchylkou 2 minuty. Nakreslete graf funkce hustoty a distribuénf
funkce. Urlete pravdépodobnost, Ze doba &ekani nebude vétsi neZ 5 minut.
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Priklad

Pro exponencilni rozd&leni plati E(X) = a4 & a D(X) = 62, dostavime tedy

a+d6=5

6:2$a:3,6:2
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Priklad

Pro exponencilni rozd&leni plati E(X) = a4 & a D(X) = 62, dostavime tedy

a+6=5 _ _
6:2$a—3,6—2
X ~ Ex(3,2)
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Priklad
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Obrézek: Funkce hustoty a distribuéni funkce rozd&leni Ex(a, §)
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Priklad

Pravdépodobnost, Ze doba ¢ekani nebude vétsi nez 5 minut je rovna

5—3

P(X<5) =F(B)=1—-e 2z =1—e '=0,632.
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Normalni rozdéleni

Definice

Nahodnd veli¢gina X ma normalni rozd&leni N(u, o®) pravé tehdy, kdy? ma
funkce hustoty pravdépodobnosti tvar

1 x=n)?

e 2?2 pro x € R

f(x) = .

kde u € R, 0% > 0.
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Normalni rozdéleni

Distribu¢ni funkce ma tvar

_(t=p)?

X 1 X
F(x) = ftdtzi/e 202 dt pro x€R
(9= [ Flede= —— p
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Normalni rozdéleni

Fa
fla) )

—20 ol 20 x L 20 n+20 T
-’ e P oute 4t 30 vt ue * oo 30

Obrézek: Funkce hustoty a distribuéni funkce rozd&leni N(u, o?)
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Normalni rozdéleni

Ndsledujici tabulka uvadi hodnoty n&kterych &iselnych charakteristik normalniho
rozdéleni.

E(X) | D(X) | as(X) | aa(X) | kvantily xp | Me(X) | Mo(X)

w o? 0 0 w-+oup m I

up ... kvantil rozd&leni N(0,1).
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Normalni rozdéleni

Pro ndhodnou veli&inu s normalnim rozdélenim plati:
o P(p—o <X <pu+o)=0,683
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Normalni rozdéleni

Pro ndhodnou veli&inu s normalnim rozdélenim plati:
o P(p—o <X <pu+o)=0,683
@ P(u—20 < X < p+20)=0,954
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Normalni rozdéleni

Pro ndhodnou veli&inu s normalnim rozdélenim plati:
e P(pu—oc< X <u+o)=0,683
@ P(u—20 < X < p+20)=0,954
@ P(n—30c < X < pu+30)=0,997
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Normované normalni rozdéleni

M&jme nahodnou veliginu X ~ N(u,o?). Normovana nahodna velitina U
vznikla transformaci
X—u

o

U =

m3 normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 0 rozptylem 1, piSeme U ~ N(0,1).
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Normované normalni rozdéleni

Funkce hustoty ma tvar

1 _
e
V2

<
S

P(u) =

pro

distribuéni funkce

u

®(u) = /u<z>(t)dt:\/127r/et2dt

— 00

ueR,

pro u€eR
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Normované normalni rozdéleni

o(u) D(u)

-3 -2 -1 0 1 2 3 u -3 -2 -1 0 1 2 3 u

Obrazek: Funkce hustoty a distribu&ni funkce rozd&leni N(0, 1)
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Normované normalni rozdéleni

Ndsledujici tabulka uvadi hodnoty né&kterych &iselnych charakteristik
normovaného normalniho rozdéleni.

E(X) | D(X) | as(X) | aa(X) | kvantily xp | Me(X) | Mo(X)

0 1 0 0 up 0 0

Hodnoty up jsou tabelovany, pro P < 0,5 plati up = —ui_p.
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Normované normalni rozdéleni

Hodnoty distribu&ni funkce jsou pro kladné hodnoty tabelovany, pro zdporné
hodnoty plati
O(—u) =1—d(u).
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Normované normalni rozdéleni

Hodnoty distribu&ni funkce jsou pro kladné hodnoty tabelovany, pro zdporné
hodnoty plati

O(—u) =1—d(u).
Jestlize X ~ N(u,0?), U~ N(0,1), pak distribugni funkci ndhodné velitiny X
uréime pomoci distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny U.

F(Xo):P(XSXO):P(X*MSXO*N):P(X;“ < 0oh) =
— (U< ) <0 (32)

o
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Normované normalni rozdéleni

Kvantily ndhodné veli¢iny X se uréuji pomoci kvantili ndhodné veli¢iny U,
které jsou v tabulkdch (up), plati

Flxe) = @ () = o(up),

odkud
Xp —
p = PO_M:>XP:,U,+O'UP.
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Normované normalni rozdéleni

PouZiti p¥i vypo&tech:
@ P(X<x)=F(x)=% (u)

o
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Normované normalni rozdéleni

PouZiti p¥i vypoltech:
o P(X < Xo) = F(Xo) =0 (%)
o P(x1 <X <x)=F(x)— F(x)=o (2£) — ¢ (2£)

o o
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Priklad

P¥i kontrole jakosti prebirame souédstku tehdy, jestlize se jeji rozmér pohybuje
v mezich 26-27 mm. Rozméry sou&dstek maji normalni rozdé&leni se stfedni
hodnotou p = 26,4 mm a smérodatnou odchylkou ¢ = 0,2 mm. Jaka je
pravdépodobnost, Ze rozmér soutdstky ndhodn& vybrané ke kontrole bude

v poZadovanych mezich?
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Priklad

Nahodna veli¢ina X udavajici rozmér souédstky ma rozdéleni
X ~ N(26,4;0,2%). Mdme urit pravdépodobnost, ¥e se tento rozmér bude
nachazet v rozmezi 26-27 mm, tedy

0,2
=0(3) - d(-2) =d(3) — (1 - #(2)) =
=0,99865 — (1 — 0,97725) = 0,9759

P(26 < X < 27) = F(27) — F(26) = & (%) _ ¢ (M) _
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Priklad
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Obrézek: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozd&leni N(26,4;0,04)
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Log-normalni rozdé&leni

Necht X je nezdpornd ndhodna veli¢ina. Ma-li ndhodna veligina In X normaln{
rozd&leni N(u,a?), potom nahodnd veligina X ma logaritmicko-normalni
rozd&leni LN(u,0?).

Definice

Néhodna veli¢ina X ma logaritmicko-normalini rozd&leni LN(u, o) pravé tehdy,
kdyZ ma funkce hustoty pravdépodobnosti tvar

1 (In x—p)?

— e 202 x >0,
f(x) = X0\ 2w
0 x <0,

kde u >0, o > 0.
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Log-normalni rozdé&leni

N3asledujici tabulka uvadi hodnoty né&kterych &iselnych charakteristik
log-normélniho rozdé&leni.

E(X) D(X) az(X) as(X) kvantily xp | Mo(X)
e’“r"z/2 ez“w(wfl) Vw—T(w+2) w203 +302 -6 eltoup e”f'72

kde w = e"2
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Log-normalni rozdé&leni

N3asledujici tabulka uvadi hodnoty né&kterych &iselnych charakteristik
log-normélniho rozdé&leni.

E(X) D(X) az(X) as(X) kvantily xp | Mo(X)
e’“r"z/2 ez“w(wfl) Vw—T(w+2) w203 +302 -6 eltoup e”f'72

kde w = &7

Pouziti: logaritmicko-normalni rozdé&leni se uplatiiuje jako model p¥ijmovych a
mzdovych rozdéleni, doby obnovy, opravy, vymény za¥izeni, velikosti &astic
sypkych material(, v teorii spolehlivosti, ...
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Log-normalni rozdé&leni

Mé-li ndhodn3 veli¢ina X log-normalini rozdéleni X ~ LN(u, o), pak
transformovand nahodna veli¢ina

UZInX—M

g

m3 normované normalni rozdéleni U ~ N(0, 1).
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Log-normalni rozdé&leni

Mé-li ndhodn3 veli¢ina X log-normalini rozdéleni X ~ LN(u, o), pak
transformovand nahodna veli¢ina

UZInX—M

g

m3 normované normalni rozdéleni U ~ N(0, 1).

Potom plati
F(x) = ® ('”X"%”) = d(u),

kde ®(u) je distribu&ni funkce N(0,1).
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Log-normalni rozdé&leni

PouZiti p¥i vypoltech:
o P(X < x0) = F(x) =& ("22)
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Log-normalni rozdé&leni

PouZiti p¥i vypoltech:
o P(X < x0) = F(x) =& ("22)
0 P(xi <X <x) = F(x) — F(x1) = & (m2=£) — ¢ (Ix=s)

o o
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Priklad

P¥edpoklddejme, Ze odstupy mezi jedoucimi vozidly na délnici (v sekunddch)
p¥edstavuji ndhodnou veli¢inu, kterd ma log-normalni rozdé&leni s parametry
=127 a 0® = 0,49. Urete podil vozidel, jejichZ odstupy budou 4 a% 5

sekund.
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Priklad

028 1
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Obrézek: Funkce hustoty a distribuéni funkce rozd&leni LN(1,27;0,7)
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Priklad

Pravdépodobnost, Ze odstupy budou 4 aZ 5 sekund je

P(4< X <5)=F(5)~ F(4) = & (15:127) — o (nt:121) —

0,7 0,7

=0,68613 — 0,56597 = 0,12016
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Pearsonovo x2 rozd&len{

Pearsonovo rozd&leni ndhodné velitiny x2 s v stupni volnosti, pigeme
X ~ x?(v) predstavuje rozdéleni ndhodné velitiny

=0+ U5+ + U2,

kde Ui, Us, ..., U, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozd&lenim N(0,1).

Parametr v (pocet stupiid volnosti) zpravidla vyjadfuje po&et nezavislych
pozorovani zmeneny o pocet linedrnich podminek na pozorovani kladenych.
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rozdéleni

Pearsonovo x
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Obrézek: Funkce hustoty a distribuéni funkce rozd&leni x2(5) a x2(16)
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Pearsonovo x2 rozd&len{

V matematické statistice se asto pouzivaji kvantily x3 tohoto rozd&leni. Jsou
zpravidla tabelované pro riizné hodnoty P a stupné& volnosti v < 30 Jestlize
v > 30, lze pouzit ke stanoveni p¥iblizné hodnoty kvantilu vztah

1 2
Xp(v) = 5 (\/2y -1+ uP> ,

kde up je kvantil rozd&leni N(0,1).
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Studentovo rozdéleni t(v)

Definice
M3-li ndhodnd veli¢ina U normované normilni rozdé&leni U ~ N(0,1), ndhodna
veli¢ina x> Pearsonovo rozdé&leni x* ~ x*(v) a jsou-li U a x? nezavislé, pak

nahodna velitina
U
t=
X2
v
ma Studentovo rozd&leni s v stupni volnosti, piSeme t ~ t(v).
v
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Studentovo rozdéleni t(v)

0.8

086

1)

F(x)

04

02

%

Obrazek: Funkce hustoty a distribuni funkce rozd&leni t(2) a t(20)

PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA



Studentovo rozdéleni t(v)

Funkce hustoty pravdépodobnosti je symetrickd kolem stfedni hodnoty
E(t)=0.
Kvantily Studentova rozdéleni jsou pro v < 30 a P > 0,5 tabelovény, pro
P < 0,5 plati vztah

tp = —ti1_p.

Je-li v > 30, Ize kvantily Studentova rozdéleni nahradit kvantily normovaného
normalniho rozdéleni N(0, 1)
t, & up.
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Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F (v, 1)

Definice

M3-li ndhodnd velitina x? rozdéleni x2 ~ XQ(yl) s v1 stupni volnosti a ndhodna
veli¢ina x3 rozd&leni x3 ~ x?(v2) s v2 stupni volnosti a jsou-li x2 a x3
nezavislé, pak ndhodna veli¢ina

2 2
XX
141 1 %)

ma Fisherovo-Snedecorovo rozdé&leni s 11 a v, stupni volnosti a piseme
F ~ F(l/l7 112) 5
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Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F (v, 1)

£(30,20)

F(x)

Obrézek: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rozd&leni F(30,20) a F(3,50)
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Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F (v, 1)

Fischerovo-Snedecorovo rozdéleni je asymetrické.
Kvantily F rozdéleni jsou pro P > 0,5 tabelovany, pro P < 0,5 se ur&i ze vztahu

1

F SR S—
P11, v2) Fi_p(v2,11)
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