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Rovnoměrné rozděleńı

Definice

Náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı R(α, β) právě tehdy, když má
funkce hustoty pravděpodobnosti tvar

f (x) =


1

β − α α < x < β,

0 jinak,

kde α, β ∈ R, α < β.
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Rovnoměrné rozděleńı

Distribučńı funkci náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım dostaneme

F (x) =

x∫
−∞

f (t)dt =

x∫
α

1

β − αdt = · · · =
x − α
β − α pro α < x < β.

Celkový tvar distribučńı funkce je

F (x) =


0 x ≤ α,

x − α
β − α α < x < β,

1 x ≥ β.
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F (x) =

x∫
−∞

f (t)dt =

x∫
α

1

β − αdt = · · · =
x − α
β − α pro α < x < β.
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Rovnoměrné rozděleńı

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı R(α, β)
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Rovnoměrné rozděleńı

Následuj́ıćı tabulka uvád́ı hodnoty některých č́ıselných charakteristik
rovnoměrného rozděleńı.

E(X ) D(X ) α3(X ) α4(X ) kvantily xP Me(X )

α+β
2

1
12

(β − α)2 0 −1,2 α + P(β − α) α+β
2

Př́ıklady: doba čekáńı na nastoupeńı jevu, který se v pravidelných intervalech
opakuje (doba čekáńı na vlak metra, na dodávku zbož́ı, pokud se pravidelně
opakuj́ı), chyby p̌ri zaokrouhlováńı č́ısel, . . .
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Rovnoměrné rozděleńı

Použit́ı p̌ri výpočtech:

P(X ≤ x0) = F (x0) = x0−α
β−α

P(x1 ≤ X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) = x2−α
β−α −

x1−α
β−α
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Rovnoměrné rozděleńı
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PRAVDĚPODOBNOST A STATISTIKA



Př́ıklad

Tramvaje jezd́ı v pravidelných intervalech po 10 minutách. Cestuj́ıćı p̌rijde na
zastávku v libovolném okamžiku. Náhodná veličina p̌redstavuje dobu čekáńı na
p̌ŕıjezd tramvaje.

Určete typ rozděleńı dané náhodné veličiny a popǐste ji pomoćı funkce
hustoty a distribučńı funkce, funkce vyjáďrete matematicky i graficky.

Určete pravděpodobnost, že cestuj́ıćı bude čekat nejvýše 5 minut, alespoň
3 minuty, právě 7 minut.

Určete sťredńı hodnotu, medián, rozptyl, směrodatnou odchylku a 90 %
kvantil.
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hustoty a distribučńı funkce, funkce vyjáďrete matematicky i graficky.
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p̌ŕıjezd tramvaje.
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Př́ıklad

Daná náhodná veličina má rovnoměrné rozděleńı X ∼ R(0, 10).
Funkce hustoty pravděpodobnosti má tvar

f (x) =

{
1

10
0 < x < 10,

0 jinak,

distribučńı funkce je potom

F (x) =


0 x ≤ 0,
x
10

0 < x < 10,
1 x ≥ 10.
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Funkce hustoty pravděpodobnosti má tvar
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Př́ıklad

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı R(0, 10)
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Př́ıklad

Pravděpodobnost, že cestuj́ıćı bude čekat

nejvýše 5 minut

P(X ≤ 5) =
5∫

0

1
10
dx = 1

10
[x ]5

0 = 0,5

nebo pomoćı distribučńı funkce
P(X ≤ 5) = F (5) = 5

10
= 0,5

alespoň 3 minuty

P(X ≥ 3) =
10∫
3

1
10
dx = 1

10
[x ]10

3 = 0,7

P(X ≥ 3) = 1− P(X < 3) = 1− P(X ≤ 3) = 1− F (3) =
= 1− 3

10
= 0,7

právě 7 minut
P(X = 7) = 0
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Př́ıklad
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Př́ıklad

sťredńı hodnota E(X ) = α+β
2

= 10
2

= 5

medián Me(X ) = α+β
2

= 10
2

= 5

rozptyl D(X ) = 1
12

(β − α)2 = 1
12

(10− 0)2 = 100
12

= 8,333

směrodatná odchylka σ =
√

D(X ) =
√

100
12

= 2,887

90 % kvantil x0,90 = α + 0,90(β − α) = 0,9 · 10 = 9
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sťredńı hodnota E(X ) = α+β
2

= 10
2

= 5

medián Me(X ) = α+β
2

= 10
2

= 5

rozptyl D(X ) = 1
12

(β − α)2 = 1
12

(10− 0)2 = 100
12

= 8,333
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Exponenciálńı rozděleńı

Definice

Náhodná veličina X má exponenciálńı rozděleńı Ex(α, δ) právě tehdy, když má
funkce hustoty pravděpodobnosti tvar

f (x) =

{
1

δ
e−

x−α
δ x > α,

0 x ≤ α,

kde α ∈ R, δ > 0.
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Exponenciálńı rozděleńı

Distribučńı funkce má tvar

F (x) =

{
1− e−

x−α
δ x > α,

0 x ≤ α.
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Exponenciálńı rozděleńı

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı Ex(α, δ)
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Exponenciálńı rozděleńı

Následuj́ıćı tabulka uvád́ı hodnoty některých č́ıselných charakteristik
exponenciálńıho rozděleńı.

E(X ) D(X ) α3(X ) α4(X ) kvantily xP Me(X )

α + δ δ2 2 6 α− δ ln(1− P) α + δ ln 2

Př́ıklady: teorie hromadné obsluhy, teorie spolehlivosti, teorie obnovy, doba
čekáńı na obsluhu, životnost zǎŕızeńı, . . .
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Exponenciálńı rozděleńı

Použit́ı p̌ri výpočtech:

P(X ≤ x0) = F (x0) = 1− e−
x0−α
δ

P(x1 ≤ X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) = e−
x1−α
δ − e−

x2−α
δ
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Exponenciálńı rozděleńı
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Př́ıklad

Bylo zjǐstěno, že doba čekáńı na č́ı̌sńıka v restauraćıch určitého typu je náhodná
veličina, která má exponenciálńı rozděleńı se sťredńı hodnotou 5 minut a
směrodatnou odchylkou 2 minuty. Nakreslete graf funkce hustoty a distribučńı
funkce. Určete pravděpodobnost, že doba čekáńı nebude věťśı než 5 minut.

PRAVDĚPODOBNOST A STATISTIKA



Př́ıklad

Pro exponenciálńı rozděleńı plat́ı E(X ) = α + δ a D(X ) = δ2, dostáváme tedy

α+ δ = 5
δ = 2

⇒ α = 3, δ = 2

X ∼ Ex(3, 2)

PRAVDĚPODOBNOST A STATISTIKA
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Př́ıklad

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı Ex(α, δ)
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Př́ıklad

Pravděpodobnost, že doba čekáńı nebude věťśı než 5 minut je rovna

P(X ≤ 5) = F (5) = 1− e−
5−3

2 = 1− e−1 = 0,632.
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Normálńı rozděleńı

Definice

Náhodná veličina X má normálńı rozděleńı N(µ, σ2) právě tehdy, když má
funkce hustoty pravděpodobnosti tvar

f (x) =
1

σ
√

2π
e
− (x−µ)2

2σ2 pro x ∈ R

kde µ ∈ R, σ2 > 0.
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Normálńı rozděleńı

Distribučńı funkce má tvar

F (x) =

x∫
−∞

f (t)dt =
1

σ
√

2π

x∫
−∞

e
− (t−µ)2

2σ2 dt pro x ∈ R
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Normálńı rozděleńı

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı N(µ, σ2)
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Normálńı rozděleńı

Následuj́ıćı tabulka uvád́ı hodnoty některých č́ıselných charakteristik normálńıho
rozděleńı.

E(X ) D(X ) α3(X ) α4(X ) kvantily xP Me(X ) Mo(X )

µ σ2 0 0 µ+ σuP µ µ

uP . . . kvantil rozděleńı N(0, 1).
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Normálńı rozděleńı

Pro náhodnou veličinu s normálńım rozděleńım plat́ı:

P(µ− σ < X < µ+ σ) = 0,683

P(µ− 2σ < X < µ+ 2σ) = 0,954

P(µ− 3σ < X < µ+ 3σ) = 0,997
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Normované normálńı rozděleńı

Mějme náhodnou veličinu X ∼ N(µ, σ2). Normovaná náhodná veličina U
vzniklá transformaćı

U =
X − µ
σ

má normálńı rozděleńı se sťredńı hodnotou 0 rozptylem 1, ṕı̌seme U ∼ N(0, 1).
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Normované normálńı rozděleńı

Funkce hustoty má tvar

φ(u) =
1√
2π

e−
u2

2 pro u ∈ R,

distribučńı funkce

Φ(u) =

u∫
−∞

φ(t)dt =
1√
2π

u∫
−∞

e−
t2

2 dt pro u ∈ R
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Normované normálńı rozděleńı

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1)
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Normované normálńı rozděleńı

Následuj́ıćı tabulka uvád́ı hodnoty některých č́ıselných charakteristik
normovaného normálńıho rozděleńı.

E(X ) D(X ) α3(X ) α4(X ) kvantily xP Me(X ) Mo(X )

0 1 0 0 uP 0 0

Hodnoty uP jsou tabelovány, pro P < 0,5 plat́ı uP = −u1−P .
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Normované normálńı rozděleńı

Hodnoty distribučńı funkce jsou pro kladné hodnoty tabelovány, pro záporné
hodnoty plat́ı

Φ(−u) = 1− Φ(u).

Jestliže X ∼ N(µ, σ2), U ∼ N(0, 1), pak distribučńı funkci náhodné veličiny X
urč́ıme pomoćı distribučńı funkce náhodné veličiny U.

F (x0) = P(X ≤ x0) = P(X − µ ≤ x0 − µ) = P
(
X−µ
σ
≤ x0−µ

σ

)
=

= P
(
U ≤ x0−µ

σ

)
= Φ

(
x0−µ
σ

)
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Normované normálńı rozděleńı
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Normované normálńı rozděleńı

Kvantily náhodné veličiny X se určuj́ı pomoćı kvantil̊u náhodné veličiny U,
které jsou v tabulkách (up), plat́ı

F (xP) = Φ
(xP − µ

σ

)
= Φ(uP),

odkud

uP =
xP − µ
σ

⇒ xP = µ+ σuP .
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Normované normálńı rozděleńı

Použit́ı p̌ri výpočtech:

P(X ≤ x0) = F (x0) = Φ
(
x0−µ
σ

)
P(x1 ≤ X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) = Φ

(
x2−µ
σ

)
− Φ

(
x1−µ
σ

)
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Normované normálńı rozděleńı

Použit́ı p̌ri výpočtech:

P(X ≤ x0) = F (x0) = Φ
(
x0−µ
σ

)
P(x1 ≤ X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) = Φ

(
x2−µ
σ

)
− Φ

(
x1−µ
σ

)
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Př́ıklad

Při kontrole jakosti p̌reb́ıráme součástku tehdy, jestliže se jej́ı rozměr pohybuje
v meźıch 26–27 mm. Rozměry součástek maj́ı normálńı rozděleńı se sťredńı
hodnotou µ = 26,4 mm a směrodatnou odchylkou σ = 0,2 mm. Jaká je
pravděpodobnost, že rozměr součástky náhodně vybrané ke kontrole bude
v požadovaných meźıch?
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Př́ıklad

Náhodná veličina X udávaj́ıćı rozměr součástky má rozděleńı
X ∼ N(26,4; 0,22). Máme určit pravděpodobnost, že se tento rozměr bude
nacházet v rozmeźı 26–27 mm, tedy

P(26 ≤ X ≤ 27) = F (27)− F (26) = Φ
(

27−26,4
0,2

)
− Φ

(
26−26,4

0,2

)
=

= Φ(3)− Φ(−2) = Φ(3)− (1− Φ(2)) =
= 0,99865− (1− 0,97725) = 0,9759
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Př́ıklad

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı N(26,4; 0,04)
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Log-normálńı rozděleńı

Necht’ X je nezáporná náhodná veličina. Má-li náhodná veličina lnX normálńı
rozděleńı N(µ, σ2), potom náhodná veličina X má logaritmicko-normálńı
rozděleńı LN(µ, σ2).

Definice

Náhodná veličina X má logaritmicko-normálńı rozděleńı LN(µ, σ2) právě tehdy,
když má funkce hustoty pravděpodobnosti tvar

f (x) =


1

xσ
√

2π
e
− (ln x−µ)2

2σ2 x > 0,

0 x ≤ 0,

kde µ ≥ 0, σ > 0.
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Log-normálńı rozděleńı

Následuj́ıćı tabulka uvád́ı hodnoty některých č́ıselných charakteristik
log-normálńıho rozděleńı.

E(X ) D(X ) α3(X ) α4(X ) kvantily xP Mo(X )

eµ+σ2/2 e2µω(ω−1)
√
ω−1(ω+2) ω4+2ω3+3ω2−6 eµ+σuP eµ−σ

2

kde ω = eσ
2

Použit́ı: logaritmicko-normálńı rozděleńı se uplatňuje jako model p̌ŕıjmových a
mzdových rozděleńı, doby obnovy, opravy, výměny zǎŕızeńı, velikosti částic
sypkých materiál̊u, v teorii spolehlivosti, . . .
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Log-normálńı rozděleńı

Následuj́ıćı tabulka uvád́ı hodnoty některých č́ıselných charakteristik
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Log-normálńı rozděleńı

Má-li náhodná veličina X log-normálńı rozděleńı X ∼ LN(µ, σ), pak
transformovaná náhodná veličina

U =
lnX − µ

σ

má normované normálńı rozděleńı U ∼ N(0, 1).
Potom plat́ı

F (x0) = Φ

(
ln x0 − µ

σ

)
= Φ(u),

kde Φ(u) je distribučńı funkce N(0, 1).
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Log-normálńı rozděleńı
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Log-normálńı rozděleńı

Použit́ı p̌ri výpočtech:

P(X ≤ x0) = F (x0) = Φ
(

ln x0−µ
σ

)
P(x1 ≤ X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) = Φ

(
ln x2−µ
σ

)
− Φ

(
ln x1−µ
σ

)
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Log-normálńı rozděleńı

Použit́ı p̌ri výpočtech:

P(X ≤ x0) = F (x0) = Φ
(

ln x0−µ
σ

)
P(x1 ≤ X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) = Φ

(
ln x2−µ
σ

)
− Φ

(
ln x1−µ
σ

)
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Př́ıklad

Předpokládejme, že odstupy mezi jedoućımi vozidly na dálnici (v sekundách)
p̌redstavuj́ı náhodnou veličinu, která má log-normálńı rozděleńı s parametry
µ = 1,27 a σ2 = 0,49. Určete pod́ıl vozidel, jejichž odstupy budou 4 až 5
sekund.
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Př́ıklad

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı LN(1,27; 0,7)
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Př́ıklad

Pravděpodobnost, že odstupy budou 4 až 5 sekund je

P(4 ≤ X ≤ 5) = F (5)− F (4) = Φ
(

ln 5−1,27
0,7

)
− Φ

(
ln 4−1,27

0,7

)
=

= 0,68613− 0,56597 = 0,12016
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Pearsonovo χ2 rozděleńı

Definice

Pearsonovo rozděleńı náhodné veličiny χ2 s ν stupni volnosti, ṕı̌seme
χ2 ∼ χ2(ν) p̌redstavuje rozděleńı náhodné veličiny

χ2 = U2
1 + U2

2 + · · ·+ U2
ν ,

kde U1,U2, . . . ,Uν jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım N(0, 1).

Parametr ν (počet stupňů volnosti) zpravidla vyjaďruje počet nezávislých
pozorováńı zmenšený o počet lineárńıch podḿınek na pozorováńı kladených.
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Pearsonovo χ2 rozděleńı

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı χ2(5) a χ2(16)
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Pearsonovo χ2 rozděleńı

V matematické statistice se často použ́ıvaj́ı kvantily χ2
P tohoto rozděleńı. Jsou

zpravidla tabelované pro r̊uzné hodnoty P a stupně volnosti ν ≤ 30 Jestliže
ν > 30, lze použ́ıt ke stanoveńı p̌ribližné hodnoty kvantilu vztah

χ2
P(ν) ≈ 1

2

(√
2ν − 1 + uP

)2

,

kde uP je kvantil rozděleńı N(0, 1).
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Studentovo rozděleńı t(ν)

Definice

Má-li náhodná veličina U normované normálńı rozděleńı U ∼ N(0, 1), náhodná
veličina χ2 Pearsonovo rozděleńı χ2 ∼ χ2(ν) a jsou-li U a χ2 nezávislé, pak
náhodná veličina

t =
U√
χ2

ν

má Studentovo rozděleńı s ν stupni volnosti, ṕı̌seme t ∼ t(ν).
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Studentovo rozděleńı t(ν)

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı t(2) a t(20)
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Studentovo rozděleńı t(ν)

Funkce hustoty pravděpodobnosti je symetrická kolem sťredńı hodnoty
E(t) = 0.
Kvantily Studentova rozděleńı jsou pro ν ≤ 30 a P > 0,5 tabelovány, pro
P < 0,5 plat́ı vztah

tP = −t1−P .

Je-li ν > 30, lze kvantily Studentova rozděleńı nahradit kvantily normovaného
normálńıho rozděleńı N(0, 1)

tp ≈ uP .

PRAVDĚPODOBNOST A STATISTIKA



Fisherovo-Snedecorovo rozděleńı F (ν1, ν2)

Definice

Má-li náhodná veličina χ2
1 rozděleńı χ2

1 ∼ χ2(ν1) s ν1 stupni volnosti a náhodná
veličina χ2

2 rozděleńı χ2
2 ∼ χ2(ν2) s ν2 stupni volnosti a jsou-li χ2

1 a χ2
2

nezávislé, pak náhodná veličina

F =
χ2

1

ν1
:
χ2

2

ν2

má Fisherovo-Snedecorovo rozděleńı s ν1 a ν2 stupni volnosti a ṕı̌seme
F ∼ F (ν1, ν2) .
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Fisherovo-Snedecorovo rozděleńı F (ν1, ν2)

Obrázek: Funkce hustoty a distribučńı funkce rozděleńı F (30, 20) a F (3, 50)
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Fisherovo-Snedecorovo rozděleńı F (ν1, ν2)

Fischerovo-Snedecorovo rozděleńı je asymetrické.
Kvantily F rozděleńı jsou pro P > 0,5 tabelovány, pro P < 0,5 se urč́ı ze vztahu

FP(ν1, ν2) =
1

F1−P(ν2, ν1)
.
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ANDĚL, J. Základy matematické statistiky. 2. vyd. Praha: Matfyzpress,
2007, 358 s. ISBN 978-80-7378-001-2.
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