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Bodovy odhad

o Nestranny, Konzistentni odhad
o Vydatnost odhadu

o P¥esnost odhadu

o Metody bodovych odhadi
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Odhady parametri

Budeme konstruovat 2 typy odhadi:
@ bodovy odhad
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Odhady parametri

Budeme konstruovat 2 typy odhadi:
@ bodovy odhad

@ intervalovy odhad
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Bodovy odhad

Definice

Bodovym odhadem parametru 6 rozumime statistiku
T =T(Xt, Xo,...,X:) = T(X),

jejiz hodnoty kolisaji kolem 6. Bodovy odhad parametru 0 tedy spodiva v jeho
nahrazeni jednim &islem (bodem). Potom pi¥eme 6 = T(X) a &eme: odhadem
parametru 6 je statistika T(X).
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Nestranny odhad

Statistika T je nestrannym (nevychylenym, nezkreslenym) odhadem
parametru 6, plati-li

E[T(X)] = 6.

Tento poZadavek vyjadfuje skute¢nost, Ze pouzity bodovy odhad skute¢nou
hodnotu charakteristiky ani nenadhodnocuje ani nepodhodnocuje.
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Nestranny odhad

Statistika T je nestrannym (nevychylenym, nezkreslenym) odhadem
parametru 6, plati-li

E[T(X)] = 6.

Tento poZadavek vyjadfuje skute¢nost, Ze pouzity bodovy odhad skute¢nou
hodnotu charakteristiky ani nenadhodnocuje ani nepodhodnocuje.

Rozdil
B0, T)=E[T(X)]-0

se nazyva vychyleni (zkresleni) odhadu T.
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Priklad

Mé&jme nahodny vybér Xi, Xo, ..., X, z rozdélen{ se stfedni hodnotou u a
rozptylem 2.

o Vyb&rovy primé&r X je nestrannym odhadem parametru y, nebot

E(X)=E (}7 Zx,-) - %ZE(X,-) —p
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Priklad

Mé&jme nahodny vybér Xi, Xo, ..., X, z rozdélen{ se stfedni hodnotou u a
rozptylem 2.

o Vyb&rovy primé&r X je nestrannym odhadem parametru y, nebot

E(X)=E (}7 Zx,-) - %ZE(X,-) —p

o Vybg&rovy rozptyl 52 je nestrannym odhadem parametru o, nebot

E(S?) = E (nil >0 x)2> 2
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Priklad

Mé&jme nahodny vybér Xi, Xo, ..., X, z rozdéleni se stfedni hodnotou x a

rozptylem 2.

@ Momentovy rozptyl 52 neni nestrannym odhadem parametru o, nebot

E(S)=E (ii(x;xﬁ) ==

i=1
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Priklad

Mé&jme nahodny vybér Xi, Xo, ..., X, z rozdéleni se stfedni hodnotou x a

rozptylem 2.

@ Momentovy rozptyl 52 neni nestrannym odhadem parametru o, nebot

E(S)=E (ii(x;xﬁ) ==

i=1

Vychyleni odhadu S2 parametru o2 je rovno

n—1 2 2 1 2
g —0 = —0 .
n

B(UZ,S,%) = E(S,?) — o’ =

Se zvy3ujicim se n se vychyleni zmen3uje.
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Asymptoticky nestranny odhad

Nékteré odhady jsou sice zkreslené, ale s rostoucim rozsahem vybé&ru se jejich
zkresleni zmen3uje.

Je-li T(X) odhad zaloZeny na n pozorovanich a jestlize plati

lim E[T(X)] =0,

pak ¥ikdme, Ze T(X) je asymptoticky nestrannym odhadem parametru 6.

Pro asymptoticky nestranny odhad tedy plati

lim E[T(X) - 6] = 0.
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Priklad

Momentovy rozptyl je asymptoticky nestrannym odhadem parametru o2, nebot

. 2 .oon—1, 2
lim E(S;) = lim oc°=o".
n—o0 n—oo n
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Konzistentni odhad

V nékterych p¥ipadech jsme nuceni pracovat s vychylenymi odhady. Pak
poZzadujeme, aby se odhad s rostoucim rozsahem vybé&ru bliZil odhadovanému
parametru, tedy aby byl konzistentni.

Statistika T(X) je konzistentnim odhadem parametru 6, plati-li pro kazdé
e>0

nll)n;o P(IT(X)—6] <¢)=1.
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Konzistentni odhad

V nékterych p¥ipadech jsme nuceni pracovat s vychylenymi odhady. Pak
poZzadujeme, aby se odhad s rostoucim rozsahem vybé&ru bliZil odhadovanému
parametru, tedy aby byl konzistentni.

Statistika T(X) je konzistentnim odhadem parametru 6, plati-li pro kazdé
e>0

nll)n;o P(IT(X)—6] <¢)=1.

Je-li
lim B(#, T)=0 a lim D[T(X)] =0,

n— oo

pak statistika T(X) je konzistentni odhad parametru 6.
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Priklad

UkaZte, Ze vyb&rovy primér je konzistentnim odhadem stfedni hodnoty .
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Priklad

UkaZte, Ze vyb&rovy primér je konzistentnim odhadem stfedni hodnoty .

Vzhledem k tomu, 2e E(X) = a D(X) = 0?/n dostavame
B(u,X)=E(X)—pn=0 a lim D(X)= lim & =o.
n— oo

n—oo N
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Vydatnost odhadii

V nékterych p¥ipadech lze najit vice statistik, které jsou nestranné a
konzistentni. V takovém p¥ipadé pouZijeme k odhadovani parametru tu z nich,
kterd ma nejmensi rozptyl. Statistika, kterd ma ze v8ech nestrannych odhadi
nejmensi rozptyl je vydatnym (nejlepsi nestrannym) odhadem parametru 6.
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Vydatnost odhadii

V nékterych p¥ipadech lze najit vice statistik, které jsou nestranné a
konzistentni. V takovém p¥ipadé pouZijeme k odhadovani parametru tu z nich,
kterd ma nejmensi rozptyl. Statistika, kterd ma ze v8ech nestrannych odhadi
nejmensi rozptyl je vydatnym (nejlepsi nestrannym) odhadem parametru 6.

Necht T a U jsou 2 nestranné odhady parametru 6, pak vydatnost odhadu T
vzhledem k odhadu U je definovdna vztahem
D(V)

e(T,VU) = D(T)’
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Vydatnost odhadii

P¥edpoklddejme nyni, Ze srovndvdme vychylené i nestranné odhady parametru 6. V
takovém pFipad& nemusi byt vhodné vybrat odhad s nejmen3im rozptylem.

f(x)

Odhad T ma3 sice nejmensi rozptyl, ale ma
velké vychyleni. Ani odhad s nejmensim
vychylenim nemusi byt nejvhodng&jsi. Od-
had U ma nulové vychyleni, ale m3 pfilis
velky rozptyl. Jako nejlepsi se jevi odhad
V.
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Priklad

Pro parametr A Poissonova rozdéleni Ize nalézt 2 nestranné odhady
EXX)=X a E(S°) =\

Lze ale ukazat, Ze .
D(X) < D(S?),

proto je X lep&im (vydatn&j&im) nestrannym odhadem ne# S2.
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P¥esnost odhadu

PY¥esnost bodového odhadu Ize mé&Fit pomoci stfedni kvadratické chyby

MSE(T) statistiky T.

Stf¥edni kvadraticka chyba statistiky T pro odhad parametru 6 je definovdn

jako
E(T —6)>=D(T)+ B0, T)

MSE(T) =
rozptyl odhadu + (jeho vychyleni)?),

(MSEodhadu =
kde T — 0 je vyb&rova chyba.
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P¥esnost odhadu

St¥edni kvadraticka chyba

o charakterizuje, jakd je ,primé&rnd* vyb&rova chyba odhadil p¥ichazejici v
tvahu p¥i v8ech riznych vyb&rech daného rozsahu.
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P¥esnost odhadu

St¥edni kvadraticka chyba

o charakterizuje, jakd je ,primé&rnd* vyb&rova chyba odhadil p¥ichazejici v
tvahu p¥i v8ech riznych vyb&rech daného rozsahu.

@ je kombinaci 2 poZadovanych vlastnosti (malého vychyleni a malého
rozptylu), proto je univerzalnim kritériem.
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P¥esnost odhadu

St¥edni kvadraticka chyba
o charakterizuje, jakd je ,primé&rnd* vyb&rova chyba odhadil p¥ichazejici v
tvahu p¥i v8ech riznych vyb&rech daného rozsahu.
@ je kombinaci 2 poZadovanych vlastnosti (malého vychyleni a malého
rozptylu), proto je univerzalnim kritériem.

Je-li statistika T nestrannym odhadem, potom MSE(T) = D(T) (stfedni
kvadraticka chyba je rovna rozptylu). Pfesnost miZzeme mé&Fit pomoci
smérodatné odchylky SE = /D(T), kterd se nazyvd smérodatna (stfedni)
chyba odhadu.
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Priklad

Primér je nestrannym odhadem st¥edni hodnoty, proto smé&rodatna chyba
odhadu je rovna smérodatné odchylce vybérového priméru, tj.

SE = /D(X) = o(X) = ”(j;).

ProtoZe (X) nezndme, odhadneme smé&rodatnou chybu pomoci vyb&rové
stfedni chyby

5(X)

/E:
E="

Sl
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Priklad

Spottéte stfedni kvadratickou chybu statistiky S? a statistiky S2. UvaZujme
nejprve statistiku S2, kterd je nestranny odhadem parametru o2. Plati, Ze

MSE(S?) = D(S%) = E(S? — 0%)? = E(S*) — 20%E(c®) + 0* =

=E(S*) —o* = 22
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Priklad

Spottéte stfedni kvadratickou chybu statistiky S? a statistiky S2. UvaZujme
nejprve statistiku S2, kterd je nestranny odhadem parametru o2. Plati, Ze

MSE(S?) = D(S%) = E(S? — 0%)? = E(S*) — 20%E(c®) + 0* =
= E(S*) —o* = 22

n—1"

Pro stfedni kvadratickou chybu statistiky S dostaneme

MSE(S;) = E(S; — 0°)’ = E(S5;7) — 220" + 0% =

= E(S%) - 200 = 318,

to je mén& nez MSE(S?), nebot 2251 < —2_. Kazdy z téchto odhadi je lepsi v
jiném smyslu.
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Metody bodovych odhadi

Doposud jsme popisovali vlastnosti odhadil, nezabyvali jsem se v8ak otazkou,
jak odhady ziskat. Uvedeme 2 nejéastéji pouzivané metody

@ metodu momentd,
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Metody bodovych odhadi

Doposud jsme popisovali vlastnosti odhadil, nezabyvali jsem se v8ak otazkou,
jak odhady ziskat. Uvedeme 2 nejéastéji pouzivané metody

@ metodu momentd,

@ metodu maximalni v&rohodnosti.
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Metoda momentu

UvaZzujme rozdéleni, které zavisi na m > 1 redlnych parametrech 61,0>,...,0n
a mé&jme nahodny vybér Xi, Xz, ..., X, z tohoto rozdéleni. Pfedpoklddejme, Ze

existuji obecné momenty
wr=E(X/) pro r=1,2,...,m.

Tyto momenty obecn& zavisi na parametrech 61, 6-, ..., 0,. Vyb&ové momenty
jsou dany vztahem

1 n
! r _
/\/I,_—EE X/, r=0,1....
i=1
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Metoda momentu

Momentova metoda odhadu parametri 61, 6-, ..., 0, spoivd v tom, Ze za
jejich odhad vezmeme ¥eSeni rovnic
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Priklad

Odhad parametru )\ Poissonova rozdéleni.

V p¥ipad& ndhodného vyb&ru z Poissonova rozdé&leni Po(\) dostaneme rovnici
=M = EX)= ZX,,

takZe odhadem A parametru A ziskanym metodou moment( je

A=X.
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Priklad

Odhad parametrii ;1 a 6° normélniho rozdéleni N(y,0?).

o 1 Z"
M1:M1 = E(X,):; X,‘,
i=1
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Priklad
Odhad parametrii ;1 a 6° normélniho rozdéleni N(y,0?).
M = Ex)= 13 x
H1 = IVly =5 £ iy
1 1
b= M EXH) ==Y X e DX)+EX) == X
K2 2 = ( /) n ; i< ( )+ ( ) n ; i

2 2 1 g 2
==V x
o’ +u n; f
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Priklad

Odhad parametrii ;1 a 6° normélniho rozdéleni N(y,0?).
M = B =13 x
H1 = IVly i _”,-,1 iy
1« 1
b= M E(XP) ==Y X' D(X)+EX)? == X
pe=M = E(X) ni:1,<i>()+() n 2%

2 2 1
=3 X
o'+ n; j
Ziskané odhady jsou

v A2 1< 2 2 1< 2 2 n—1_
o=X, a:;ZX,-—X:EZ(X;—X) =5 =-S5
i=1 i=1
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Metoda maximalni vérohodnosti

Necht Xi, Xz,. .., Xs je ndhodny vyb&r z rozd&leni s hustotou f(x, #), resp. s
pravépodobnostni funkci p(x, ©) obsahujici nezndmy parametr

© = (61,02, ...,0m). Ndhodny vektor X = (X1, Xz, ..., Xs) md sdruZenou
hustotu rozdéleni resp. sdruZenou pravdépodobnostni funkci

g(x,0) = g(x1,x2,...,X%n, ©) = f(x1,0)f(x2,0) - - - f(xn, ©)
resp.

g(X7 e) = g(X17X27 S 7Xn,@) = p(X17 @)p(X2,@) o ’P(Xn: @)
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Metoda maximalni vérohodnosti

Hustota g(x, ©) reprezentuje funkci promé&nné x pfi pevn& dané hodnot& ©. P¥i
kaZdé pevné hodnot& x Ize g(x, ©) chdpat jako funkci prom&nné ©. Pro tuto
funkci budeme pouZivat znadeni £(©,x) a nazyvat ji vérohodnostni funkce.
Existuje-li takové 6, ze pro kazdé © plati

£(©,x) > L(©,x),

pak © nazyvime maximalné vérohodnym odhadem parametru ©.
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Metoda maximalni vérohodnosti

Hustota g(x, ©) reprezentuje funkci promé&nné x pfi pevn& dané hodnot& ©. P¥i
kaZdé pevné hodnot& x Ize g(x, ©) chdpat jako funkci prom&nné ©. Pro tuto
funkci budeme pouZivat znadeni £(©,x) a nazyvat ji vérohodnostni funkce.
Existuje-li takové 6, ze pro kazdé © plati

£(©,x) > L(©,x),

pak © nazyvime maximalné vérohodnym odhadem parametru ©.

Misto v&rohodnostni funkce je né&kdy vyhodngjsi pracovat s jejim logaritmem.
Potom buhdeme mluvit o logaritmické vérohodnostni funkci
L(©,x) = In L(©,x). Pro maximéln& vé&rohodny odhad také plati

L(6,x) > L(©,x),

nebot logaritmus je rostouci funkci.
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Metoda maximalni vérohodnosti

Maximaln& v&rohodny odhad (neni obecn& nestranny) vektoru
© = (61,02,...,0m) je uren Fedenim soustavy vérohodnostnich rovnic

0L(©,x) .
Te,‘—o, /71,2,...,m.
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Priklad

Metodou maximalni v&rohodnosti odhadnéte parametr 7 z alternativniho
rozd&leni A(r).

,C(7T7 X) — 71_><1(1 _ 7T)17X17TX2(1 _ ﬂ_)l—xz . .7TX"(1 _ ﬂ_)lfx,, _

— gl (1 — ﬂ)n—z,-"zl X

Logaritmicka vérohodnostni funkce ma tvar

L(m,x) = in Inm + (n — Zx;) In(1 — ).
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Priklad

PoloZime-li derivaci této funkce rovnu nule

dL(m,x) _ > oii% _nh- > Xi

dnr T 1—7

=0,

dostdvame odhad
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Priklad

Metodou maximalni vérohodnosti odhadnéte parametr A z Poissonova rozdé&leni
Po()\).

o AZE

LX) =e ™

x1bol - xpl’

LX) =LA x) = =nA+ > xIn X = In(xabo! - x,1)

i=1
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