
PRAVDĚPODOBNOST A STATISTIKA
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Odhady parametr̊u

Budeme konstruovat 2 typy odhadů:

bodový odhad

intervalový odhad
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Bodový odhad

Definice

Bodovým odhadem parametru θ rozuḿıme statistiku

T = T (X1,X2, . . . ,Xn) = T (X),

jej́ıž hodnoty koĺısaj́ı kolem θ. Bodový odhad parametru θ tedy spoč́ıvá v jeho
nahrazeńı jedńım č́ıslem (bodem). Potom ṕı̌seme θ̂ = T (X) a čteme: odhadem
parametru θ je statistika T (X).
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Nestranný odhad

Definice

Statistika T je nestranným (nevychýleným, nezkresleným) odhadem
parametru θ, plat́ı-li

E [T (X)] = θ.

Tento požadavek vyjaďruje skutečnost, že použitý bodový odhad skutečnou
hodnotu charakteristiky ani nenadhodnocuje ani nepodhodnocuje.

Rozd́ıl
B(θ,T ) = E [T (X)]− θ

se nazývá vychýleńı (zkresleńı) odhadu T .
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Př́ıklad

Mějme náhodný výběr X1,X2, . . . ,Xn z rozděleńı se sťredńı hodnotou µ a
rozptylem σ2.

Výběrový pr̊uměr X je nestranným odhadem parametru µ, nebot’

E(X ) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xi ) = µ.

Výběrový rozptyl S2 je nestranným odhadem parametru σ2, nebot’

E(S2) = E

(
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X )2

)
= · · · = σ2.
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PRAVDĚPODOBNOST A STATISTIKA



Př́ıklad

Mějme náhodný výběr X1,X2, . . . ,Xn z rozděleńı se sťredńı hodnotou µ a
rozptylem σ2.

Momentový rozptyl S2
n neńı nestranným odhadem parametru σ2, nebot’

E(S2
n ) = E

(
1

n

n∑
i=1

(Xi − X )2

)
= · · · =

n − 1

n
σ2.

Vychýleńı odhadu S2
n parametru σ2 je rovno

B(σ2, S2
n ) = E(S2

n )− σ2 =
n − 1

n
σ2 − σ2 =

1

n
σ2.

Se zvyšuj́ıćım se n se vychýleńı zmenšuje.
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Momentový rozptyl S2
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Asymptoticky nestranný odhad

Některé odhady jsou sice zkreslené, ale s rostoućım rozsahem výběru se jejich
zkresleńı zmenšuje.

Definice

Je-li T (X) odhad založený na n pozorováńıch a jestliže plat́ı

lim
n→∞

E [T (X)] = θ,

pak ř́ıkáme, že T (X) je asymptoticky nestranným odhadem parametru θ.

Pro asymptoticky nestranný odhad tedy plat́ı

lim
n→∞

E [T (X)− θ] = 0.
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Př́ıklad

Momentový rozptyl je asymptoticky nestranným odhadem parametru σ2, nebot’

lim
n→∞

E(S2
n ) = lim

n→∞

n − 1

n
σ2 = σ2.
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Konzistentńı odhad

V některých p̌ŕıpadech jsme nuceni pracovat s vychýlenými odhady. Pak
požadujeme, aby se odhad s rostoućım rozsahem výběru bĺıžil odhadovanému
parametru, tedy aby byl konzistentńı.

Definice

Statistika T (X) je konzistentńım odhadem parametru θ, plat́ı-li pro každé
ε > 0

lim
n→∞

P(|T (X)− θ| < ε) = 1.

Je-li
lim

n→∞
B(θ,T ) = 0 a lim

n→∞
D[T (X)] = 0,

pak statistika T (X) je konzistentńı odhad parametru θ.
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Př́ıklad

Ukažte, že výběrový pr̊uměr je konzistentńım odhadem sťredńı hodnoty µ.

Vzhledem k tomu, že E(X ) = µ a D(X ) = σ2/n dostáváme

B(µ,X ) = E(X )− µ = 0 a lim
n→∞

D(X ) = lim
n→∞

σ2

n
= 0.
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Př́ıklad
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Vzhledem k tomu, že E(X ) = µ a D(X ) = σ2/n dostáváme
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Vydatnost odhadů

V některých p̌ŕıpadech lze naj́ıt v́ıce statistik, které jsou nestranné a
konzistentńı. V takovém p̌ŕıpadě použijeme k odhadováńı parametru tu z nich,
která má nejmenš́ı rozptyl. Statistika, která má ze všech nestranných odhadů
nejmenš́ı rozptyl je vydatným (nejlepš́ı nestranným) odhadem parametru θ.

Necht’ T a U jsou 2 nestranné odhady parametru θ, pak vydatnost odhadu T
vzhledem k odhadu U je definována vztahem

e(T ,U) =
D(U)

D(T )
.
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Vydatnost odhadů

Předpokládejme nyńı, že srovnáváme vychýlené i nestranné odhady parametru θ. V
takovém p̌ŕıpadě nemuśı být vhodné vybrat odhad s nejmenš́ım rozptylem.

Odhad T má sice nejmenš́ı rozptyl, ale má
velké vychýleńı. Ani odhad s nejmenš́ım
vychýleńım nemuśı být nejvhodněǰśı. Od-
had U má nulové vychýleńı, ale má p̌ŕılǐs
velký rozptyl. Jako nejlepš́ı se jev́ı odhad
V .
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Př́ıklad

Pro parametr λ Poissonova rozděleńı lze nalézt 2 nestranné odhady

E(X ) = λ a E(S2) = λ.

Lze ale ukázat, že
D(X ) < D(S2),

proto je X lepš́ım (vydatněǰśım) nestranným odhadem než S2.
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Přesnost odhadu

Přesnost bodového odhadu lze mě̌rit pomoćı sťredńı kvadratické chyby
MSE(T ) statistiky T .

Definice

Sťredńı kvadratická chyba statistiky T pro odhad parametru θ je definován
jako

MSE(T ) = E(T − θ)2 = D(T ) + B2(θ,T )

(MSEodhadu = rozptyl odhadu + (jeho vychýleńı)2),

kde T − θ je výběrová chyba.
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Přesnost odhadu

Sťredńı kvadratická chyba

charakterizuje, jaká je
”
pr̊uměrná“ výběrová chyba odhadů p̌richázej́ıćı v

úvahu p̌ri všech r̊uzných výběrech daného rozsahu.

je kombinaćı 2 požadovaných vlastnost́ı (malého vychýleńı a malého
rozptylu), proto je univerzálńım kritériem.

Je-li statistika T nestranným odhadem, potom MSE(T ) = D(T ) (sťredńı
kvadratická chyba je rovna rozptylu). Přesnost můžeme mě̌rit pomoćı
směrodatné odchylky SE =

√
D(T ), která se nazývá směrodatná (sťredńı)

chyba odhadu.
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charakterizuje, jaká je
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Př́ıklad

Pr̊uměr je nestranným odhadem sťredńı hodnoty, proto směrodatná chyba
odhadu je rovna směrodatné odchylce výběrového pr̊uměru, tj.

SE =

√
D(X ) = σ(X ) =

σ(X )√
n
.

Protože σ(X ) neznáme, odhadneme směrodatnou chybu pomoćı výběrové
sťredńı chyby

ŜE =
σ̂(X )√

n
=

S√
n
.
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Př́ıklad

Spočtěte sťredńı kvadratickou chybu statistiky S2 a statistiky S2
n . Uvažujme

nejprve statistiku S2, která je nestranný odhadem parametru σ2. Plat́ı, že

MSE(S2) = D(S2) = E(S2 − σ2)2 = E(S4)− 2σ2E(σ2) + σ4 =

= E(S4)− σ4 = 2σ4

n−1
.

Pro sťredńı kvadratickou chybu statistiky S2
n dostaneme

MSE(S2
n ) = E(S2

n − σ2)2 = E(S4
n )− 2 n−1

n
σ4 + σ4 =

= E(S4
n )− 2−n

n
σ4 = 2n−1

n2 σ4,

to je méně než MSE(S2), nebot’ 2n−1
n2 < 2

n−1
. Každý z těchto odhadů je lepš́ı v

jiném smyslu.
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Metody bodových odhadů

Doposud jsme popisovali vlastnosti odhadů, nezabývali jsem se však otázkou,
jak odhady źıskat. Uvedeme 2 nejčastěji použ́ıvané metody

metodu moment̊u,

metodu maximálńı věrohodnosti.
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Metoda moment̊u

Uvažujme rozděleńı, které záviśı na m ≥ 1 reálných parametrech θ1, θ2, . . . , θm
a mějme náhodný výběr X1,X2, . . . ,Xn z tohoto rozděleńı. Předpokládejme, že
existuj́ı obecné momenty

µ′r = E(X r
i ) pro r = 1, 2, . . . ,m.

Tyto momenty obecně záviśı na parametrech θ1, θ2, . . . , θm. Výběrové momenty
jsou dány vztahem

M ′r =
1

n

n∑
i=1

X r
i , r = 0, 1 . . . .
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Metoda moment̊u

Momentová metoda odhadu parametr̊u θ1, θ2, . . . , θm spoč́ıvá v tom, že za
jejich odhad vezmeme řešeńı rovnic

µ′r = M ′r .
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Př́ıklad

Odhad parametru λ Poissonova rozděleńı.

V p̌ŕıpadě náhodného výběru z Poissonova rozděleńı Po(λ) dostaneme rovnici

µ′1 = M ′1 ⇒ E(Xi ) =
1

n

n∑
i=1

Xi ,

takže odhadem λ̂ parametru λ źıskaným metodou moment̊u je

λ̂ = X .
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Př́ıklad

Odhad parametr̊u µ a σ2 normálńıho rozděleńı N(µ, σ2).

µ′1 = M ′1 ⇒ E(Xi ) =
1

n

n∑
i=1

Xi ,

µ′2 = M ′2 ⇒ E(X 2
i ) =

1

n

n∑
i=1

X 2
i ⇔ D(Xi ) + E(Xi )

2 =
1

n

n∑
i=1

X 2
i

σ2 + µ2 =
1

n

n∑
i=1

X 2
i

Źıskané odhady jsou

µ̂ = X , σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

X 2
i − X

2
=

1

n

n∑
i=1

(Xi − X )2 = S2
n =

n − 1

n
S2
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Př́ıklad
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Metoda maximálńı věrohodnosti

Necht’ X1,X2, . . . ,Xn je náhodný výběr z rozděleńı s hustotou f (x , θ), resp. s
pravěpodobnostńı funkćı p(x ,Θ) obsahuj́ıćı neznámý parametr
Θ = (θ1, θ2, . . . , θm). Náhodný vektor X = (X1,X2, . . . ,Xn) má sdruženou
hustotu rozděleńı resp. sdruženou pravděpodobnostńı funkci

g(x,Θ) = g(x1, x2, . . . , xn,Θ) = f (x1,Θ)f (x2,Θ) · · · f (xn,Θ)

resp.

g(x,Θ) = g(x1, x2, . . . , xn,Θ) = p(x1,Θ)p(x2,Θ) · · · p(xn,Θ).
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Metoda maximálńı věrohodnosti

Hustota g(x,Θ) reprezentuje funkci proměnné x p̌ri pevně dané hodnotě Θ. Při
každé pevné hodnotě x lze g(x,Θ) chápat jako funkci proměnné Θ. Pro tuto
funkci budeme použ́ıvat značeńı L(Θ, x) a nazývat j́ı věrohodnostńı funkce.
Existuje-li takové Θ̂, že pro každé Θ plat́ı

L(Θ̂, x) ≥ L(Θ, x),

pak Θ̂ nazýváme maximálně věrohodným odhadem parametru Θ.
Mı́sto věrohodnostńı funkce je někdy výhodněǰśı pracovat s jej́ım logaritmem.
Potom buhdeme mluvit o logaritmické věrohodnostńı funkci
L(Θ, x) = lnL(Θ, x). Pro maximálně věrohodný odhad také plat́ı

L(Θ̂, x) ≥ L(Θ, x),

nebot’ logaritmus je rostoućı funkćı.
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každé pevné hodnotě x lze g(x,Θ) chápat jako funkci proměnné Θ. Pro tuto
funkci budeme použ́ıvat značeńı L(Θ, x) a nazývat j́ı věrohodnostńı funkce.
Existuje-li takové Θ̂, že pro každé Θ plat́ı

L(Θ̂, x) ≥ L(Θ, x),

pak Θ̂ nazýváme maximálně věrohodným odhadem parametru Θ.
Mı́sto věrohodnostńı funkce je někdy výhodněǰśı pracovat s jej́ım logaritmem.
Potom buhdeme mluvit o logaritmické věrohodnostńı funkci
L(Θ, x) = lnL(Θ, x). Pro maximálně věrohodný odhad také plat́ı

L(Θ̂, x) ≥ L(Θ, x),

nebot’ logaritmus je rostoućı funkćı.
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Metoda maximálńı věrohodnosti

Maximálně věrohodný odhad (neńı obecně nestranný) vektoru
Θ = (θ1, θ2, . . . , θm) je určen řešeńım soustavy věrohodnostńıch rovnic

∂L(Θ, x)

∂θi
= 0, i = 1, 2, . . . ,m.
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Př́ıklad

Metodou maximálńı věrohodnosti odhadněte parametr π z alternativńıho
rozděleńı A(π).

L(π, x) = πx1 (1− π)1−x1πx2 (1− π)1−x2 . . . πxn (1− π)1−xn =

= π
∑n

i=1 xi (1− π)n−
∑n

i=1 xi

Logaritmická věrohodnostńı funkce má tvar

L(π, x) =
n∑

i=1

xi lnπ +

(
n −

n∑
i=1

xi

)
ln(1− π).
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Př́ıklad

Polož́ıme-li derivaci této funkce rovnu nule

dL(π, x)

dπ
=

∑n
i=1 xi

π
−

n −
∑n

i=1 xi

1− π = 0,

dostáváme odhad

π̂ =

∑n
i=1 xi

n
= x .
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Př́ıklad

Metodou maximálńı věrohodnosti odhadněte parametr λ z Poissonova rozděleńı
Po(λ).

L(λ, x) = e−nλ λ
∑n

i=1 xi

x1!x2! · · · xn!
,

L(λ, x) = lnL(λ, x) = −nλ+
n∑

i=1

xi lnλ− ln(x1!x2! · · · xn!)

dL(λ, x)

dλ
= −n +

n∑
i=1

xi ·
1

λ
= 0

λ̂ =
1

n

n∑
i=1

xi = x .
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