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1 Bodovy odhad

Budeme konstruovat 2 typy odhadi:

e bodovy odhad,

e intervalovy odhad.

Definice 1.1 Bodovym odhadem parametru # rozumime statistiku
T = T(Xl,XQ, e 7Xn) = T(X),

jejiz hodnoty kolisaji kolem 6. Bodovy odhad parametru 6 tedy spocivd v jeho nahrazeni jednim
islem (bodem). Potom piSeme 6 = T'(X) a ¢teme: odhadem parametru 6 je statistika 7'(X).

1.1 Nestranny odhad

Definice 1.2 Statistika 7' je nestrannym (nevychylenym, nezkreslenym) odhadem parametru 6,
plati-li
ET(X)] =0.

Tento pozadavek vyjadiuje skutecnost, Ze pouzity bodovy odhad skute¢nou hodnotu charakteristiky
ani nenadhodnocuje ani nepodhodnocuje. Rozdil B(0,T) = E[T(X)] — 6 se nazyva vychyleni
(zkresleni) odhadu 7.

Priklad 1.1 M¢éjme ndhodny vybér X, Xs, ..., X,, z rozdéleni se stfedni hodnotou p a rozptylem

o2,

e Vybérovy primér X je nestrannym odhadem parametru ji, nebot’

E(X)=E (%ZX) = %ZE(XZ-) = p.

e Vybé&rovy rozptyl S? je nestrannym odhadem parametru o2, nebot

E<52>=E<nilZ<Xi—7>2> =m0

i=1

e Momentovy rozptyl S? nenf nestrannym odhadem parametru o, nebot

E<S§>=E(1Z<Xi—7>2> R i

Vychyleni tohoto odhadu je B(0?,52) = E(S2) — 0% = =162 — 0 = 102, tedy se zvySujicim
se n se vychyleni zmensuje.
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Nékteré odhady jsou sice zkreslené, ale s rostoucim rozsahem vybéru se jejich zkresleni zmensuje.

Definice 1.3 Je-li 7'(X) odhad zaloZeny na n pozorovanich a jestlize plati

lim E[T(X)] =0,

n—oo
pak fikdme, ze T'(X) je asymptoticky nestrannym odhadem parametru 6. Pro asymptoticky ne-
stranny odhad tedy plati
lim E[T(X)—0] =0.
n—oo

Priklad 1.2 Momentovy rozptyl je asymptoticky nestrannym odhadem parametru o, nebot’

n—1
o? = o2,

lim E(S2) = lim

n—00 n—o00 n

1.2 Konzistentni odhad

V nékterych ptipadech jsme nuceni pracovat s vychylenymi odhady. Pak poZadujeme, aby se odhad
s rostoucim rozsahem vybéru bliZil odhadovanému parametru, tedy aby byl konzistentni.

Definice 1.4 Statistika 7'(X) je konzistentnim odhadem parametru 6, plati-li pro kazdé ¢ > 0

lim P(|T(X) — 0] < ¢) = 1.

n—oo

Je-li
lim B(6,T7)=0 a lim D[T(X)] =0,

n—oo n—oo

pak statistika 7'(X) je konzistentni odhad parametru 6.
Priklad 1.3 Ukazte, Ze vyb&rovy primér je konzistentnim odhadem stfedni hodnoty .
Reseni: Vzhledem k tomu, e E(X) = pa D(X) = 0% /n dostidvame

2

Bu,X)=EX)—pu=0 a lim D(X)= lim = =0.

n—00 n—oo M

1.3 Vydatnost odhadu

V nékterych piipadech lze najit vice statistik, které jsou nestranné a konzistentni. V takovém piipadé
pouzijeme k odhadovani parametru tu z nich, kterd m4 nejmensi rozptyl. Statistika, kterd mé ze vSech
nestrannych odhadii nejmensi rozptyl je vydatnym (nejlepsi nestrannym) odhadem parametru 6.

Definice 1.5 Necht' 7" a U jsou 2 nestranné odhady parametru 6, pak vydatnost odhadu 7" vzhledem
k odhadu U je definovdna vztahem

e(T\U) = ——.
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Obrazek 1: Srovnani vychylenych a nestrannych odhadt parametru 0

Predpokladejme nyni, Ze srovnavame vychylené i nestranné odhady parametru 6. V takovém piipadé
nemusi byt vhodné vybrat odhad s nejmensSim rozptylem. Odhad 7" mé na obrdzku 1 sice nejmensi
rozptyl, ale ma velké vychyleni. Ani odhad s nejmensim vychylenim nemusi byt nejvhodnéjsi. Odhad
U ma nulové vychyleni, ale mé pfili§ velky rozptyl. Jako nejlepsi se jevi odhad V.

Priklad 1.4 Srovnejte odhady X a S? parametru \ Poissonova rozdélent.

Reseni: Pro parametr \ Poissonova rozdélenf lze nalézt 2 nestranné odhady F(X) = A a E(S?) =
. Lze ale ukazat, ze o
D(X) < D(S?%),

proto je X lepsim (vydatn&jsim) nestrannym odhadem nez S2.

1.4 Presnost odhadu
Pfesnost bodového odhadu 1ze méfit pomoci stfedni kvadratické chyby MSE(T) statistiky 7.
Definice 1.6 Stiredni kvadraticka chyba statistiky 7" pro odhad parametru 6 je definovén jako
MSE(T) = E(T — 0)*> = D(T) + B*(0,T)
(MSEodhadu = rozptyl odhadu + (jeho vychyleni)?),
kde T' — 6 je vybérova chyba.
Stredni kvadratickd chyba

e charakterizuje, jakd je ,,primérna* vybérova chyba odhadt pfichdzejici v tivahu pii vSech riznych
vybérech daného rozsahu,

e je kombinaci 2 poZadovanych vlastnosti (malého vychyleni a malého rozptylu), proto je univer-
zalnim kritériem.

Je-1i statistika 7" nestrannym odhadem, potom MSE(T") = D(T) (stfedn{ kvadratickd chyba je rovna
rozptylu). Pfesnost miizeme méfit pomoci smérodatné odchylky SE = /D(T), ktera se nazyva
smérodatna (stiedni) chyba odhadu.
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Primér je nestrannym odhadem stfedni hodnoty, proto smérodatna chyba odhadu je rovna sméro-
datné odchylce vybérového priméru, tj.

SE = \/D(X) = 0(X) = “\(/);).

Protoze o (X ) nezndme, odhadneme smérodatnou chybu pomoci vybérové stiedni chyby
O O
VnUn

Priklad 1.5 Spoctéte stfedni kvadratickou chybu statistiky S? a statistiky S2.

SE

Reseni: Uvazujme nejprve statistiku S2, kterd je nestranny odhadem parametru o>. Plati, Ze

MSE(S?)= D(S?%) = E(S? — 0%)? = E(S*) — 20°E(c?) + 0% =
=E(SY) - o' = %
Pro stfedni kvadratickou chybu statistiky S? dostaneme
MSE(S?)=E(S? — 0%)? = E(Sg) 221t 4ot =
—E(S4) _ _04 20154

to je méné nez MSE(S?), nebot’ 2252 2" L < —=. Kazdy z t€chto odhadi je lepsi v jiném smyslu.

1.5 Metody bodovych odhadu

Doposud jsme popisovali vlastnosti odhadu, nezabyvali jsem se vSak otdzkou, jak odhady ziskat.
Uvedeme 2 nejcastéji pouzivané metody

1. metodu momentu,

2. metodu maximalni vérohodnosti.

Metoda momentu

Uvazujme rozdéleni, které zavisi na m > 1 redlnych parametrech 6y, 60,, ..., 6, a méme nahodny
vybér X1, Xs, ..., X,, z tohoto rozdéleni. Pfredpokladejme, Ze existuji obecné momenty

w.=E(X]) pro r=1,2,...,m

Tyto momenty obecné zavisi na parametrech 01, 60,, . . ., 0,,. Vybérové momenty jsou dany vztahem
1 n
-1y«
o
Momentova metoda odhadu parametrd 64,65, . .., 0,, spo¢iva v tom, Ze za jejich odhad vezmeme

feseni rovnic
I /
. = M.
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Priklad 1.6 Naleznéte odhad parametru \ Poissonova rozdéleni.

Reseni: V piipadé ndhodného vybéru z Poissonova rozdéleni Po()\) dostaneme rovnici
wy =M, = E(X-):lzn:X-
1 1 7 n p (3]

takze odhadem \ parametru A ziskanym metodou momentu je

A=X.
Priklad 1.7 Naleznéte odhad parametrd .z a 0 normdlniho rozd&leni N (u, 0?).

Reseni: Obdobné jako v predchozim piikladé dostdvame

1
=M, = E(Xi):EZXZ-,
] — 1 —
’= M! EXH ==Y X’ DX)+EX)*’==) X?
:U’Q 2 = (z) n; 'L<:> ( )+ ( ) n; 1

1 n
2 2 2
242 =2 § : X2,
n < !
Ziskané odhady jsou

—1
n

s2.

n <
=1

— 1 « — 1 —
p=X, == X=X =Y (Xi-X)P=S5==
n
i=1

Metoda maximalni vérohodnosti

Necht' X1, X, ..., X, jendhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(z, ), resp. s pravépodobnostni funkci
p(z, ©) obsahujici nezndmy parametr © = (64,605, . .. ,0,,). Ndhodny vektor X = (X1, Xs, ..., X,,)
ma sdruZenou hustotu rozdé€leni resp. sdruZzenou pravdépodobnostni funkci

9(x,0) = g(x1,72,...,7,,0) = f(11,0)f(22,0)--- f(2,,0)
resp.
9(x,0) = g(w1,72, ..., Tn, 0) = p(x1,0)p(72,0) - - - p(7, O).

Hustota g(x, ©) reprezentuje funkci proménné x pfi pevné dané hodnoté ©. Pfi kazdé pevné hodnoté
x lze g(x,©) chdpat jako funkci proménné ©. Pro tuto funkci budeme pouZivat znaceni £(©,x)
a nazyvat ji vérohodnostni funkce. Existuje-li takové O, Ze pro kazdé O plati

L£(©,x) > L(O,x),
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pak © nazyviame maximalné vérohodnym odhadem parametru ©.

Misto vérohodnostni funkce je nékdy vyhodnéjsi pracovat s jejim logaritmem. Potom budeme
mluvit o logaritmické vérohodnostni funkci L(0,x) = In £(0,x). Pro maximalné vérohodny
odhad také plati

L(©,x) > L(©,x),
nebot’ logaritmus je rostouci funkci.

Maximalné vérohodny odhad (neni obecné nestranny) vektoru © = (01,6,,...,6,,) je uren
reSenim soustavy vérohodnostnich rovnic

0L(©,x)
00;

Priklad 1.8 Metodou maximalni vérohodnosti odhadnéte parametr 7 alternativniho rozdéleni A(7).

=0, i=12,...,m.

Reseni: Vérohodnostni funkce ma tvar
L(m,x) =7 (1 —m)' "1™ (1 — )22 ™ (1 — )t =

— 71-2?:1 mZ(l _ 71—)”*2?:1 Ti

Logaritmicka vérohodnostni funkce ma tvar

L(m,x) = inlnﬁ + (n - sz> In(1 — 7).

Polozime-li derivaci této funkce rovnu nule

dL(m,x) > _n- Do Ti 0

dm T 1—7m

dostavame odhad "
D i Ti

n

T = =7.

Priklad 1.9 Metodou maximadlni vérohodnosti odhadnéte parametr A Poissonova rozdéleni Po(\).

Reseni: Obdobné jako v predchozim piikladé dostdvame postupnd

AZ?:l i
LA, x)= e ,

xlzy! - xy,!

L\ x)=InL(\,x) = —n)\+ sz In A — In(zq!zo! - - 2,)),

i=1
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a/2 1—« a/2

-« >

Ty 0 Th

Obrazek 2: Oboustranny interval spolehlivosti pro 0

2 Intervalovy odhad

Bodové odhady parametrti pfedstavuji odhady vyjadiené jedinym ¢islem. Nevyhodou takovych od-
had je, Ze jejich spolehlivost — pravdépodobnost, Ze uréime hodnotu parametru piesné — je nulova.
Proto zavadime intervalové odhady parametri.

Definice 2.1 M¢&jme ndhodny vybér X, Xs, ..., X, z rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti f(z, §)
resp. s pravdépodobnostni funkei p(z, 6). Jsou-li Ty(z1, 22 ..., x,) a Tp(xy, 22 . . ., x,) statistiky, pro
néz plati

P(Td<0<Th):1—Oz,
potom interval (T, T},) se nazyva 100(1 — )% interval spolehlivosti pro parametr . Cislo 0 < o < 1
nazyvame riziko odhadu, ¢islo 1 — « je koeficient spolehlivosti (spolehlivost).

Interval spolehlivosti miZeme také zadat nerovnosti 8 > T, ptip. 6 < Tj},. Takto zadané intervaly jsou
jednostranné intervaly spolehlivosti. Oboustranné intervaly spolehlivosti, které spliiuji podminku

P(9§Td):P(QZTh):%

se nazyvaji symetrické intervaly spolehlivosti. V dal$im vykladu je budeme oznacovat jen jako
oboustranné intervaly spolehlivosti. Nesymetrickymi intervaly se zabyvat nebudeme.

e Plati-li

PT,<0<T,) =1-aq,

PO<T)=PO>T) =1,

pak interval T; < 6 < T} nazyvame oboustrannym intervalem spolehlivosti pro 6 (obrazek 2).
e Plati-li
P(9<Th):1—0é,P(92Th):Oé,
pak interval 6 < T}, nazyvame pravostrannym intervalem spolehlivosti pro 6 (obrazek 3).
e Plati-li
P(0>Td):1—&,P(9§Th):Oé,

pak interval 6 > T, nazyvame levostrannym intervalem spolehlivosti pro 0 (obrazek 4).
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A

0 1y

Obrazek 3: Pravostranny interval spolehlivosti pro ¢

Y

Ty 0

Obrazek 4: Levostranny interval spolehlivosti pro ¢

2.1 Intervaly spolehlivosti pro parametry normalniho rozdéleni

IS pro parametr ;. normalniho rozdéleni

vvvvv

Mé&jme ndhodny vybér X, X», ..., X,, zrozdéleni N (u, 0?). Z diivé&jska vime, Ze ndhodna veli¢ina

X

— i

ma4 Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, tudiZ plati

T —

Plta(n—1)<T <ti_a(n—1))=1-a,

%
odkud dostavame

P (t;(n— 1) < 7;“\/ﬁ< tioa(n— 1)) —1-a.

Pomoci algebraickych dprav dostdvdme postupné

P(t;(n—l)% <Y—u<t1_g(n—1)%) =1-—a,

- S - S
P(-X+ta(n—1)—=<—u< —X+t13(n—1)—) —1-a,
n

Vi Vi
P Y—tl_g(n—l)—<,u<7—tc2v(n—1)%) =1—-a.
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JelikoZ pro kvantily ¢-rozd€leni plati te = —¢,_<, obdrzime pro pozorované hodnoty 7 a s ndhodnych
veli¢in X a S
_ s _ 5
PlT—tia(n-— 1)% <p<TH+tia(n-— 1)% =1-a.
Véta 2.1 Pro riziko odhadu « € (0, 1) je:
a) 100(1 — «)% oboustranny interval spolehlivosti pro parametr ;4 normalniho rozdéleni

7 v

b) 100(1 — «)% pravostranny resp. levostranny interval spolehlivosti pro parametr

T—tia(n—1)—=<pu<T+ta(n-1)

s s
p<T+t_on—1)— resp. u>T—t1_o(n—1)—.

NG

B

IS pro parametr o2 normalniho rozdéleni
Méjme néghodny vybér X, Xs, ..., X, z rozdéleni N(u,0?). Z dfivéjska vime, Ze ndhodna veli¢ina

n—1
X =

S? ~x*(n—1)
g

m4 y2-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Potom plati

n—1
P(X%(n—l)< p= S2<X%_g(n—1)> =1-a,

P ! > il > ! =1
=1 (n-18 G .m-1)

(n—1)52 ,  (n—1)5%Y\ W
P(ﬁﬁ0w4><”<xyn—n>‘l |

Véta 2.2 Pro riziko odhadu « € (0, 1) je:
a) 100(1 — )% oboustranny interval spolehlivosti pro parametr o2 normdlniho rozd&leni

(n—1)s? 52 (n—1)s?
V-1 7 S Em-1)

R

b) 100(1 — «)% pravostranny resp. levostranny interval spolehlivosti pro parametr o

s (n—1)s
Xa(n—1)

(n—1)s?

2
resp. 0° > —— .
X%—a(n - 1)

10
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A A

S

T — ul—a/?ﬁ

T+ ul—a/? \/ﬁ
Obrézek 5: Piipustna chyba intervalového odhadu

2.2 Intervaly spolehlivosti pro 1 pri velkém rozsahu vybéru

M¢éjme ndhodny vybér X, Xs, ..., X,, z libovolného rozdéleni se stfedni hodnotou p a konecnym

rozptylem o2. Pfi konstukci intervalu spolehlivosti pro parametr y se vychdzi z centralni limitni véty,
konkrétn€ z tvrzeni, Ze nahodna veli¢ina

X

U =

S

md pro n — oo (n > 30) pfiblizné normalni rozdéleni NV (0, 1). Plati tedy

X —p
P(uc5< 5 \/ﬁ<u1_g):1—a.

Véta 2.3 Pro riziko odhadu « € (0, 1) je:

a) 100(1 — «)% oboustranny interval spolehlivosti pro parametr x

S
</L<E+U1,£
n 2

T — U1,%

s

v

b) 100(1 — )% pravostranny resp. levostranny interval spolehlivosti pro parametr 1
n <+ ul_ai resp. yu > — ul_a%.

NG

2.3 Stanoveni velikosti vybéru pro odhad stfedni hodnoty

UkaZeme nyni, jak velikost vybéru ovliviiuje pfesnost odhadu. UvaZzujme oboustranny interval spo-
lehlivosti pro .

Definice 2.2 Pripustna chyba odhadu pro y je

S —
= Ul_% SE.
n

A= Up—a
2

Pripustna chyba je tedy rovna polovinég intervalu spolehlivosti (obrazek 5).
Zékladni otdzkou je, jak velké n stanovit, abychom s pravdépodobnosti 1 —a mohli tvrdit, odchylka
vybérového priiméru T od stfedni hodnoty j zdkladniho souboru stanovenou piipustnou chybu A?

<A:>n>< 5>2

s
P(lz—pl<A)=1-a=u 2 ui-g &

n

11
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2.4 Intervaly spolehlivosti pro podil

Predpokladejme, Ze mdme ndhodny vybér o rozsahu n za zdkladniho souboru s podilem 7 nebo
ekvivalentné z alternativniho rozdéleni s parametrem 7. Nestranny odhad podilu 7 je vybérovy podil
7 = P.Podle CLV plati, Ze ndhodna veli¢ina

P—
m(l—m)/n

md pro n — oo piiblizné normdlni rozdéleni N (0, 1), pro pozorovanou hodnotu 7 tedy plati

P Uﬁ<#<ul_g =1—-a.
: 7(l—7)/n :
Pomoci algebraickych dprav postupné dostdvame

P(u%m<ﬁ—ﬂ<ul_%m>zl—a,

ug AL A)fn < -7 < 7 + g /A1 - F)/n) = 1-a.
( wg VAL —A)n <7 <7 —ug/FA-)/n) =1-a.

Dosazenim uae = —uy_o dostavame interval spolehlivosti.
2 2

A

Véta 2.4 Pro riziko odhadu « € (0, 1) je:

a) 100(1 — «)% oboustranny interval spolehlivosti pro podil 7

T—ua/A(l=7)/n<m<7+u_s\/7(l—7)/n

b) 100(1 — «)% pravostranny resp. levostranny interval spolehlivosti pro parametr 7

T<T+u_o/T(l=7)/n resp. ©>7 —u_o\/7(1—7)/n.

12



