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Název předmětu: PRAVDĚPODOBNOST A STATISTIKA
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1.2 Postup při testovánı́ hypotéz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Testy o tvaru rozdělenı́ 5
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1 Testovánı́ hypotéz

1.1 Princip testovánı́ hypotéz
Statistickou hypotézou se rozumı́ určité tvrzenı́

• o parametrech rozdělenı́ zkoumané náhodné veličiny (µ, σ2, π, λ, . . . ),

• o tvaru rozdělenı́ (normálnı́, Poissonovo, . . . ).

Předpokládáme-li např., že střednı́ hodnota základnı́ho souboru µ se rovná určité konkrétnı́ hodnotě
µ0, vyslovili jsme hypotézu o parametru základnı́ho souboru. Na základě vyčerpávajı́cı́ho šetřenı́ ce-
lého základnı́ho souboru by bylo možné bezpečně rozhodnout o správnosti či nesprávnosti hypotézy.
Takové vyčerpávajı́cı́ šetřenı́ je většinou neekonomické nebo technicky neproveditelné, proto podro-
bı́me šetřenı́ jen určitou část základnı́ho souboru – výběrový soubor. Ten použijeme pro rozhodnutı́
o správnosti vyslovené hypotézy.

Při testovánı́ hypotéz formulujeme dvojici tvrzenı́

1. H . . . předpoklad, který vyslovı́me o určitém parametru či tvaru rozdělenı́ základnı́ho souboru,
nazývá se nulová hypotéza, např. hypotézu o konkrétnı́ střednı́ hodnotě zapı́šeme

• H : µ = µ0,

2. A . . . tvrzenı́, které popı́rá vlastnost vyslovenou v nulové hypotéze, nazývá se alternativnı́ hypo-
téza
• A : µ 6= µ0 → oboustranný test,
• A : µ > µ0 → jednostranný test,
• A : µ < µ0 → jednostranný test.

Při testovánı́ hypotéz se můžeme dopustit chybných závěrů (tabulka 1), nebot’úsudky jsou prováděny
pomocı́ náhodného výběru:

1. Zamı́tneme-li nulovou hypotézu, přestože je ve skutečnosti pravdivá, dopouštı́me se chyby I.
druhu. Maximálnı́ pravděpodobnost chyby I. druhu označujeme α a nazýváme hladinou vý-
znamnosti. Čı́slo 1 − α vyjadřuje minimálnı́ pravděpodobnost, s jakou nezamı́tneme správnou
hypotézu.

2. Přijmeme-li naopak nulovou hypotézu, přestože je ve skutečnosti nesprávná, dopouštı́me se chyby
II. druhu. Maximálnı́ pravděpodobnost chyby II. druhu označujeme β. Čı́slo 1 − β je sı́la testu
a vyjadřuje minimálnı́ pravděpodobnost, s jakou zamı́tneme nulovou hypotézu H , platı́-li ve
skutečnosti alternativnı́ hypotéza A.

K testu hypotézy použijeme vhodnou statistiku T = T (x1, x2, . . . , xn), tzv. testové kriterium, která má
při platnosti hypotézy H známé pravděpodobnostnı́ rozdělenı́ (zpravidla t, u, χ2, F ). Prostor hodnot
této statistiky se rozdělı́ na 2 disjunktnı́ obory (obrázek 1):

• W1−α obor přijetı́ hypotézy H – množina těch hodnot, které svědčı́ ve prospěch hypotézy H ,
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skutečnost H je pravdivá H je nepravdivá
úsudek o H prst. prst.

se nezamı́tá správné rozhodnutı́ 1− α chyba II. druhu β

se zamı́tá chyba I. druhu α správné rozhodnutı́ 1− β

Tabulka 1: Důsledky rozhodnutı́ při testovánı́ hypotéz

Obrázek 1: Princip testovánı́ hypotéz

• Wα kritický obor (obor zamı́tnutı́ hypotézyH) - obsahuje hodnoty svědčı́cı́ ve prospěch hypotézy
A.

Např. pro test hypotézy o střednı́ hodnotě µ normálnı́ho rozdělenı́ H : µ = µ0 → A : µ > µ0

bude kritický obor Wα = {t, t ≥ t1−α}, kde µ0 je předpokládaná hodnota parametru µ, t je hodnota
testového kriteria a t1−α je kvantil Studentova rozdělenı́ – tzv. kritická hodnota.

1.2 Postup při testovánı́ hypotéz
Testovánı́ hypotéz užitı́m kritického oboru Wα

1. Zformulujeme hypotézy H , A (jako alternativnı́ většinou volı́me hypotézu, kterou chceme s ohle-
dem na věcný problém prokázat).

2. Zvolı́me hladinu významnosti α (zpravidla 0,05 a 0,01).

3. Zvolı́me vhodné testové kriterium (pochopitelně vzhledem k testovanému parametru nebo testo-
vané vlastnosti).

4. Vymezı́me kritický obor Wα s ohledem na formulaci hypotézy A.

5. Vypočteme hodnotu testového kriteria a určı́me přı́slušné kvantily.
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Obrázek 2: Vztah mezi α a p-hodnotou pro pravostranný test

6. Zformulujeme závěr:

• Jestliže hodnota testového kriteria padne do kritického oboru, zamı́tneme hypotézuH a řı́káme,
že s pravděpodobnostı́ 1− α platı́ hypotéza A. Riziko nesprávnosti tohoto výroku je 100α%.
• Jestliže hodnota testového kriteria padne do oboru přijetı́, řı́káme že hypotézuH nemůžeme na

dané hladině významnosti zamı́tnout. (Výroku o správnosti H se vyhneme, nebot’nebudeme
určovat pravděpodobnost chyby β).

Testovánı́ hypotéz užitı́m intervalu spolehlivosti

1. Zformulujeme hypotézy H , A (jako alternativnı́ volı́me hypotézu, kterou chceme s ohledem na
věcný problém prokázat).

2. Zvolı́me hladinu významnosti α (zpravidla 0,05 nebo 0,01).

3. Vypočteme vhodný interval spolehlivosti s ohledem na testovaný parametr a formulaci alternativnı́
hypotézy A.

4. Zformulujeme závěr:

• Jestliže daná hodnota testového parametru (tj. např. µ0) padne do intervalu spolehlivosti,
nezamı́táme na hladině významnosti α nulovou hypotézu H .
• Jestliže daná hodnota testového parametru (tj. např. µ0) nepadne do intervalu spolehlivosti,

zamı́táme na hladině významnosti α nulovou hypotézu H .

Testovánı́ hypotéz užitı́m p-hodnoty

Statistický software uvádı́ ve výsledkových výstupech tzv. p-hodnotu. Hladina významnosti α je
předpokládaná pravděpodobnost zamı́tnutı́ nulové hypotézy ještě před uskutečněnı́m testu. Naopak
p-hodnota je nejmenšı́ pravděpodobnost zamı́tnutı́ nulové hypotézy (obrázek 2) určená na základě
testovacı́ho kritéria (tzn. po uskutečněnı́ testu).

1. Zformulujeme hypotézy H , A (jako alternativnı́ volı́me hypotézu, kterou chceme s ohledem na
věcný problém prokázat).

2. Zvolı́me hladinu významnosti α (zpravidla 0,05 nebo 0,01).
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3. Užitı́m vhodného software spočteme p-hodnotu.

4. Zformulujeme závěr:

• Jestliže α > p-hodnota, na hladině významnosti α hypotézu H zamı́táme.
• Jestliže α < p-hodnota, na hladině významnosti α hypotézu H nezamı́táme.

2 Testy o tvaru rozdělenı́

2.1 χ2-test dobré shody
Hodnoty náhodného výběrux1, x2, . . . , xn roztřı́dı́me dok disjunktnı́ch třı́d, přičemžnj, j = 1, 2, . . . , k,
je četnost j-té třı́dy resp. j-té obměny a πj je pravděpodobnost, že náhodná veličinaX nabude hodnoty
z j-té třı́dy resp. j-té obměny, počı́taná za předpokladu, že X má předpokládané rozdělenı́. Výcho-
diskem pro konstrukci testového kriteria je porovnánı́ statistické pravděpodobnosti (relativnı́ četnosti
nj/n) s hypotetickou pravděpodobnostı́ πj .

Formulujeme hypotézu a alternativu:

H : náhodná veličina X má rozdělenı́ daného typu,

A : náhodná veličina X nemá rozdělenı́ daného typu.

Testové kriterium je statistika

χ2 =
k∑
j=1

(nj − nπj)2

nπj
,

která má za předpokladu správnosti hypotézy H pro velké n (asymptoticky) Pearsonovo χ2 rozdělenı́
s ν = k − c − 1 stupni volnosti, kde c je počet odhadovaných parametrů ověřovaného rozdělenı́.
Kritický obor je

Wα =
{
χ2, χ2 ≥ χ2

1−α(ν)
}
,

kde χ2
1−α(ν) je kvantil Pearsonova rozdělenı́.

2.1 Poznámka: Při praktickém prováděnı́ testu se požaduje, aby ve všech třı́dách byly teoretické
četnosti většı́ než 5, tj.

nπj > 5, j = 1, 2, . . . , k.

Nenı́-li tato podmı́nka splněna, přistupujeme ke slučovánı́ třı́d.

2.2 Grafické metody
Histogram

Základnı́ představu o tvaru rozdělenı́ datového souboru zı́skáme pomocı́ histogramu, přı́p. poly-
gonu četnostı́. K histogramu je možné zkonstruovat křivku popisujı́cı́ rozdělenı́ četnostı́, která by se
očekávala, pokud by se jednalo o výběr z daného rozdělenı́ (obrázek 3).
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Obrázek 3: Grafické metody ověřovánı́ normality – histogram s Gaussovou křivkou

Obrázek 4: Grafické metody ověřovánı́ normality – Q-Q plot

Q-Q plot

Konstrukce tzv. Q-Q plotu spočı́vá ve vynesenı́ dvojic bodů [XP , xp], kdeXp jsou kvantily teoretického
rozdělenı́ (normálnı́ho, exponenciálnı́ho, Studentova apod.) a xp jsou empirické kvantily zjištěné
z datového souboru (obrázek 4).

2.3 Testy koeficientů šikmosti a špičatosti
O normálnı́m rozdělenı́ vı́me, že má nulové koeficienty šikmosti a špičatosti α3 = 0 a α4 = 0. Toho se
využı́vá k ověřenı́ hypotézy, že X má normálnı́ rozdělenı́. Z výběru se vypočtou odhady obou těchto
koeficientů

α̂3 = a3 =
1

ns3n

n∑
i=1

(xi − x)3, α̂3 = a4 =
1

ns4n

n∑
i=1

(xi − x)4 − 3.

Formulujeme hypotézy:

H : H1 : α3 = 0→ A1 : α3 6= 0,

A : H2 : α4 = 0→ A2 : α4 6= 0.
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Pokud rozdělenı́ je normálnı́, musı́ mı́t oba koeficienty nulové.

1. H1 : α3 = 0→ A1 : α3 6= 0
Testové kriterium je statistika

u3 =
a3√
D(a3)

, kde D(a3) =
6(n− 2)

(n+ 1)(n+ 3)
,

která má při platnosti hypotézy H1 asymptoticky normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1). Kritický obor je
roven

Wα =
{
u3, |u3| ≥ u1−α

2

}
,

kde u1−α
2

je kvantil rozdělenı́ N(0, 1).

2. H2 : α4 = 0→ A2 : α4 6= 0
Testové kriterium je statistika

u4 =
a4 +

6
n+1√

D(a4)
, kde D(a4) =

24n(n− 2)(n− 3)

(n+ 1)2(n+ 3)(n+ 5)
,

která má při platnosti hypotézy H2 asymptoticky normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1). Kritický obor je
roven

Wα =
{
u4, |u4| ≥ u1−α

2

}
,

kde u1−α
2

je kvantil rozdělenı́ N(0, 1).

2.2 Poznámka: Užitı́ testů nulovosti koeficientu α3 a α4 se doporučuje pro dostatečně velké výběry
n > 200, resp n > 500.

• Jestliže alespoň jeden z testů zamı́tne hypotézu o nulovosti koeficientů, zamı́tneme hypotézu o tom,
že náhodná veličina X má normálnı́ rozdělenı́ (data nejsou výběrem z normálnı́ho rozdělenı́).
Budeme řı́kat, že s pravděpodobnostı́ 1− α nemá náhodná veličina normálnı́ rozdělenı́.

• Pokud nemůžeme zamı́tnout ani jednu hypotézu o nulovosti koeficientů šikmosti a špičatosti,
budeme řı́kat, že se nám na dané hladině významnosti α nepodařilo zamı́tnou normalitu, neboli že
normálnı́ rozdělenı́ je vhodným modelem pro popis náhodné veličiny X .

Kombinovaný test koeficientů α3 a α4 – C-test

Pro testovánı́ normality je možné využı́t známý poznatek, že součet k čtverců nezávislých normova-
ných normálnı́ch veličin má Pearsonovo χ2 rozdělenı́ s k stupni volnosti. Formulujeme hypotézy:

H : náhodná veličina X má normálnı́ rozdělenı́,

A : náhodná veličina X nemá normálnı́ rozdělenı́.

Testové kriterium je statistika
C = u23 + u24,

která má při platnosti hypotézy H χ2 rozdělenı́ se dvěma stupni volnosti, u3 a u4 jsou statistiky
definované v testech nulovosti koeficientů šikmosti a špičatosti. Kritický obor je

Wα =
{
C,C ≥ χ2

1−α(2)
}
,

kde χ2
1−α(2) je kvantil Pearsonova χ2 rozdělenı́.
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Modifikované testy

V literatuře se uvádı́, že C-test, ve tvaru, jak bylo uvedeno, by se měl použı́vat pouze pro velké
náhodné výběry (n > 200). Pro výběry menšı́ho rozsahu je možné spočı́tat statistiku

z3 = δ ln

[
u3
a

+

√(u3
a

)2
+ 1

]
, kde

b = 3(n2+27n−70)(n+1)(n+3)
(n−2)(n+5)(n+7)(n+9)

, W 2 =
√

2(b− 1)− 1, δ = 1√
lnW

, a =
√

2
W 2−1 a statistiku

z4 =

1− 2
9A
− 3

√
1− 2

A

1+u4
√

2
A−4√

2
9A

, kde

B = 6(n2−5n+2)
(n+7)(n+9)

√
6(n+3)(n+5)
n(n−2)(n−3) , A = 6 + 8

B

(
2
B
+
√

1 + 4
B2

)
. Nově zavedené testové kritérium C ′ =

z23 + z
2
4 má při platnosti hypotézyH rozdělenı́ χ2 se dvěma stupni volnosti. Normalitu tedy zamı́táme,

pokud je C ′ ≥ χ2
1−α(2). Daný test je možné použı́t pro výběry rozsahu většı́ho než 20.

2.3 Poznámka: Pomocı́ statistik z3 a z4 lze také testovat nulovost koeficientu šikmosti a špičatosti.
Obě majı́ při platnosti nulové hypotézy přibližně normované normálnı́ rozdělenı́. Test nulovosti
koeficientu šikmosti založený na statistice z3 je možné aplikovat již na výběry o rozsahu n > 8,
zatı́mco test pomocı́ statistiky u3 by se měl použı́t pro n > 200. Podobně nulovost koeficientu
špičatosti lze testovat pomocı́ statistiky z4 již pro n > 20, zatı́mco původnı́ nemodifikovaný test
využı́vajı́cı́ statistiku u4 by se měl použı́vat jen pro velká n (n > 500).

3 Jednovýběrové testy hypotéz

3.1 Test o střednı́ hodnotě µ normálnı́ho rozdělenı́
Necht’X1, X2, . . . , Xn je náhodný výběr z rozdělenı́ N(µ, σ2). Již vı́me, že statistika

T =
X − µ
S

√
n

má Studentovo rozdělenı́ s n − 1 stupni volnosti. Využijeme této statistiky pro konstrukci testu
o parametru µ.

Necht’x1, x2, . . . , xn značı́ hodnoty náhodného výběru (naměřená data),x značı́ aritmetický průměr
a s je výběrová směrodatná odchylka. Testujeme hypotézu, že parametr µ je roven hodnotě µ0:

H : µ = µ0,

testové kriterium je statistika

t =
x− µ0

s

√
n,

která má při platnosti hypotézyH Studentovo t-rozdělenı́ s ν = n−1 stupni volnosti. Podle alternativnı́
hypotézy volı́me následujı́cı́ kritické obory:
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alternativnı́ hypotéza kritický obor

A : µ > µ0 Wα = {t, t ≥ t1−α(ν)}

A : µ < µ0 Wα = {t, t ≤ −t1−α(ν)}

A : µ 6= µ0 Wα =
{
t, |t| ≥ t1−α

2
(ν)
}

kde t1−α(ν), t1−α
2
(ν) jsou kvantily Studentova rozdělenı́.

3.2 Test o parametru σ2 normálnı́ho rozdělenı́
Necht’X1, X2, . . . , Xn je náhodný výběr z rozdělenı́ N(µ, σ2). Vı́me, že statistika

χ2 =
(n− 1)S2

σ2

má Pearsonovo rozdělenı́ s n − 1 stupni volnosti. Využijeme této statistiky pro konstrukci testu
o parametru σ2.

Necht’x1, x2, . . . , xn značı́ hodnoty náhodného výběru (naměřená data), s2 je výběrový rozptyl.
Testujeme hypotézu, že parametr σ2 je roven hodnotě σ2

0:

H : σ2 = σ2
0,

testové kriterium je statistika

χ2 =
(n− 1)s2

σ2
0

,

která má při platnosti hypotézy H Pearsovovo χ2-rozdělenı́ s ν = n − 1 stupni volnosti. Podle
alternativnı́ hypotézy volı́me následujı́cı́ kritické obory:

alternativnı́ hypotéza kritický obor

A : σ2 > σ2
0 Wα =

{
χ2, χ2 ≥ χ2

1−α(ν)
}

A : σ2 < σ2
0 Wα = {χ2, χ2 ≤ χ2

α(ν)}

A : σ2 6= σ2
0 Wα =

{
χ2, χ2 ≤ χ2

α
2
(ν) nebo χ2 ≥ χ2

1−α
2
(ν)
}

kde χ2
1−α(ν), χ

2
1−α

2
(ν) jsou kvantily Pearsonova rozdělenı́.

3.3 Test hypotézy o střednı́ hodnotě pro výběry velkého rozsahu
Necht’X1, X2, . . . , Xn je náhodný výběr z nějakého libovolného rozdělenı́ se střednı́ hodnotou µ.
Statistika

U =
X − µ
S

√
n

má podle CLV pro velké n přibližně normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1). Využijeme této statistiky pro kon-
strukci testu o parametru µ.

9
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Necht’x1, x2, . . . , xn značı́ hodnoty náhodného výběru (naměřená data),x značı́ aritmetický průměr
a s je výběrová směrodatná odchylka. Testujeme hypotézu, že parametr µ je roven hodnotě µ0:

H : µ = µ0,

testové kriterium je statistika

u =
x− µ0

s

√
n,

která má při platnosti hypotézy H asymptoticky normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1). Podle alternativnı́ hypo-
tézy volı́me následujı́cı́ kritické obory:

alternativnı́ hypotéza kritický obor

A : µ > µ0 Wα = {u, u ≥ u1−α}

A : µ < µ0 Wα = {u, u ≤ −u1−α}

A : µ 6= µ0 Wα =
{
u, |u| ≥ u1−α

2

}
kde u1−α, u1−α

2
jsou kvantily rozdělenı́ N(0, 1).

3.4 Test hypotézy o podı́lu
Předpokládejme, že máme náhodný výběr o rozsahu n ze základnı́ho souboru s podı́lem π nebo
ekvivalentně z alternativnı́ho rozdělenı́ s parametrem π. Nestranný odhad podı́lu π je výběrový podı́l
π̂. Podle CLV platı́, že náhodná veličina

U =
π̂ − π√

π(1− π)/n

má pro n → ∞ přibližně normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1). Tohoto tvrzenı́ použijeme při konstrukci testu
o podı́lu.

Necht’π̂ je odhad podı́lu v základnı́m souboru na základě výběru o rozsahu n. Testujeme hypotézu,
že parametr π je roven hodnotě π0:

H : π = π0,

testové kriterium je statistika

u =
π̂ − π0√

π0(1− π0)/n
která má při platnosti hypotézy H asymptoticky normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1). Podle alternativnı́ hypo-
tézy volı́me následujı́cı́ kritické obory:

alternativnı́ hypotéza kritický obor

A : π > π0 Wα = {u, u ≥ u1−α}

A : π < π0 Wα = {u, u ≤ −u1−α}

A : π 6= π0 Wα =
{
u, |u| ≥ u1−α

2

}
kde u1−α, u1−α

2
jsou kvantily rozdělenı́ N(0, 1).

10
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4 Dvouvýběrové testy hypotéz

4.1 Test shody rozptylů
Necht’X1, X2, . . . , Xn1 je náhodný výběr z rozdělenı́ N(µ1, σ

2
1) a Y1, Y2, . . . , Yn2 je náhodný výběr

z rozdělenı́ N(µ2, σ
2
2). Označme S2

X a S2
Y odpovı́dajı́cı́ výběrové rozptyly. Statistika

F =
S2
X

S2
Y

· σ
2
2

σ2
1

má Fisherovo-Snedecorovo rozdělenı́ s ν1 = n1 − 1 a ν2 = n2 − 1 stupni volnosti. Využijeme tohoto
tvrzenı́ pro konstrukci testu o shodě rozptylů.

Necht’x1, x2, . . . , xn1 značı́ hodnoty náhodného výběru zN(µ1, σ
2
1), y1, y2, . . . , yn2 značı́ hodnoty

náhodného výběru z N(µ2, σ
2
2), s

2
x a s2y jsou odpovı́dajı́cı́ hodnoty výběrových rozptylů. Testujeme

hypotézu, že parametr σ2
1 je roven hodnotě σ2

2:

H : σ2
1 = σ2

2,

testové kriterium je statistika

F =
s2x
s2y
,

která má při platnosti hypotézy H Fisherovo-Snedecorovo rozdělenı́ s ν1 = n1 − 1 a ν2 = n2 − 1
stupni volnosti. Podle alternativnı́ hypotézy volı́me následujı́cı́ kritické obory:

alternativnı́ hypotéza kritický obor

A : σ2
1 > σ2

2 Wα = {F, F ≥ F1−α(ν1, ν2)}

A : σ2
1 < σ2

2 Wα = {F, F ≤ Fα(ν1, ν2)}

A : σ2
1 6= σ2

2 Wα =
{
F, F ≤ Fα

2
(ν1, ν2) ∨ F ≥ F1−α

2
(ν1, ν2)

}
kde Fα(ν1, ν2), F1−α(ν1, ν2), F1−α

2
(ν1, ν2) jsou kvantily Fisher-Snedecorova rozdělenı́, ν1 = n1 − 1,

ν2 = n2 − 1.

4.2 Test shody střednı́ch hodnot
Test shody střednı́ch hodnot za předpokladu σ2

1 = σ2
2

Necht’X1, X2, . . . , Xn1 je náhodný výběr z rozdělenı́ N(µ1, σ
2
1) a Y1, Y2, . . . , Yn2 je náhodný výběr

z rozdělenı́ N(µ2, σ
2
2). Dále předpokládejme, že tyto výběry jsou nezávislé. Označme X a Y odpovı́-

dajı́cı́ výběrové průměry, S2
X a S2

Y odpovı́dajı́cı́ výběrové rozptyly. Platı́-li σ2
1 = σ2

2 , pak statistika

T =
X − Y − (µ1 − µ2)

S

√
n1 · n2

n1 + n2

,

11
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kde

S =

[
(n1 − 1)S2

X + (n2 − 1)S2
Y

n1 + n2 − 2

]1/2
má Studentovo rozdělenı́ s ν = n1 + n2 − 2 stupni volnosti. Využijeme této vlastnosti pro konstrukci
testu o shodě střednı́ch hodnot.

Necht’x1, x2, . . . , xn1 značı́ hodnoty náhodného výběru zN(µ1, σ
2
1), y1, y2, . . . , yn2 značı́ hodnoty

náhodného výběru zN(µ2, σ
2
2), x, y, s2x a s2y jsou odpovı́dajı́cı́ hodnoty výběrových průměrů a rozptylů.

Testujeme hypotézu, že parametr µ1 je roven hodnotě µ2 (σ2
1 = σ2

2):

H : µ1 = µ2,

testové kriterium je statistika

t =
x− y
S

√
n1 · n2

n1 + n2

,

kde

S =

[
(n1 − 1)s2x + (n2 − 1)s2y

n1 + n2 − 2

]1/2
která má při platnosti nulové hypotézy H Studentovo rozdělenı́ s ν = n1 + n2 − 2 stupni volnosti.
Podle alternativnı́ hypotézy volı́me následujı́cı́ kritické obory:

alternativnı́ hypotéza kritický obor

A : µ1 > µ2 Wα = {t, t ≥ t1−α(ν)}

A : µ1 < µ2 Wα = {t, t ≤ −t1−α(ν)}

A : µ1 6= µ2 Wα =
{
t, |t| ≥ t1−α

2
(ν)
}

kde t1−α(ν), t1−α
2
(ν) jsou kvantily Studentova rozdělenı́, ν = n1 + n2 − 2.

Test shody střednı́ch hodnot za předpokladu σ2
1 6= σ2

2

Necht’X1, X2, . . . , Xn1 je náhodný výběr z rozdělenı́ N(µ1, σ
2
1) a Y1, Y2, . . . , Yn2 je náhodný vý-

běr z rozdělenı́ N(µ2, σ
2
2). Dále předpokládejme, že tyto výběry jsou nezávislé. Označme X a Y

odpovı́dajı́cı́ výběrové průměry, S2
X a S2

Y odpovı́dajı́cı́ výběrové rozptyly. Pro σ2
1 6= σ2

2 , má statistika

T =
X − Y − (µ1 − µ2)√

S2
X

n1
+

S2
Y

n2

,

přibližně Studentovo rozdělenı́ s ν stupni volnosti. Využijeme této vlastnosti pro konstrukci testu
o shodě střednı́ch hodnot.

Necht’x1, x2, . . . , xn1 značı́ hodnoty náhodného výběru zN(µ1, σ
2
1), y1, y2, . . . , yn2 značı́ hodnoty

náhodného výběru z N(µ2, σ
2
2), x, y, s2x a s2y odpovı́dajı́cı́ hodnoty výběrových průměrů a rozptylů.

Testujeme hypotézu, že parametr µ1 je roven hodnotě µ2 (σ2
1 6= σ2

2):

H : µ1 = µ2,

12
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testové kriterium je statistika

t =
x− y√
s2x
n1

+
s2y
n2

,

která má při platnosti nulové hypotézy H přibližně Studentovo rozdělenı́ s ν stupni volnosti. Stupně
volnosti daného rozdělenı́ určı́me ze vztahu

ν ≈

(
s2x
n1

+
s2y
n2

)2
1

n1−1

(
s2x
n1

)2
+ 1

n2−1

(
s2y
n2

)2
zaokrouhleno dolů na nejbližšı́ celé čı́slo. Podle alternativnı́ hypotézy volı́me následujı́cı́ kritické
obory:

alternativnı́ hypotéza kritický obor

A : µ1 > µ2 Wα = {t, t ≥ t1−α(ν)}

A : µ1 < µ2 Wα = {t, t ≤ −t1−α(ν)}

A : µ1 6= µ2 Wα =
{
t, |t| ≥ t1−α

2
(ν)
}

kde t1−α(ν), t1−α
2
(ν) jsou kvantily Studentova rozdělenı́, stupně volnosti ν se určı́ pomocı́ zmı́něného

vztahu.

4.3 Test shody střednı́ch hodnot dvou výběrů velkého rozsahu
Necht’X1, X2, . . . , Xn1 je náhodný výběr z rozdělenı́ se střednı́ hodnotou µ1 a Y1, Y2, . . . , Yn2 je
náhodný výběr z rozdělenı́ se střednı́ hodnotou µ2. Dále předpokládejme, že tyto výběry jsou nezávislé
a rozsahy n1 a n2 dostatečně velké. Označme X a Y odpovı́dajı́cı́ výběrové průměry, S2

X a S2
Y

odpovı́dajı́cı́ výběrové rozptyly. Statistika

U =
X − Y − (µ1 − µ2)√

S2
X

n1
+

S2
Y

n2

,

má přibližně normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1).
Necht’x1, x2, . . . , xn1 značı́ hodnoty náhodného výběru z prvnı́ho rozdělenı́, y1, y2, . . . , yn2 značı́

hodnoty náhodného výběru z druhého rozdělenı́, x, y, s2x a s2y jsou odpovı́dajı́cı́ hodnoty výběrových
průměrů a rozptylů. Testujeme hypotézu, že parametr µ1 je roven hodnotě µ2:

H : µ1 = µ2,

testové kriterium je statistika

u =
x− y√
s2x
n1

+
s2y
n2

,

která má při platnosti nulové hypotézy H přibližně normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1). Podle alternativnı́
hypotézy volı́me následujı́cı́ kritické obory:
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alternativnı́ hypotéza kritický obor

A : µ1 > µ2 Wα = {u, u ≥ u1−α}

A : µ1 < µ2 Wα = {u, u ≤ −u1−α}

A : µ1 6= µ2 Wα =
{
u, |u| ≥ u1−α

2

}
kde u1−α, u1−α

2
jsou kvantily rozdělenı́ N(0, 1).

4.4 Párový test
Uvažujme situaci, kdy ve výběru o rozsahu n spolu vždy 2 měřenı́ určitým způsobem souvisı́ (např.
měřenı́ na jednom prvku je provedeno dvakrát za různých podmı́nek). Uvažujeme tedy dvě závislé
náhodné veličiny X a Y se střednı́mi hodnotami µ1 a µ2, u kterých nás budou zajı́mat jejich diference
D = X − Y . Předpokládejme, že máme náhodný výběr D1, D2, . . . , Dn, kde diference Di = Xi− Yi
majı́ normálnı́ rozdělenı́ N(µ, σ2), kde µ = µ1 − µ2 (σ2 nenı́ třeba znát). Statistika

T =
D − µ
SD

√
n,

kde D je výběrový průměr diferencı́ a SD je výběrová směrodatná odchylka diferencı́, má potom
Studentovo rozdělenı́ s ν = n− 1 stupni volnosti.

Necht’ d1 = x1 − y1, d2 = x2 − y2, . . . , dn = xn − yn jsou naměřené hodnoty diferencı́, d je
jejich průměr a sd jejich výběrová směrodatná odchylka. Testujeme hypotézu, že parametr µ1 je roven
hodnotě µ2:

H : µ1 = µ2,

testové kriterium je statistika

t =
d

sd

√
n,

která má při platnosti nulové hypotézy H Studentovo rozdělenı́ s ν = n − 1 stupni volnosti. Podle
alternativnı́ hypotézy volı́me následujı́cı́ kritické obory:

alternativnı́ hypotéza kritický obor

A : µ1 > µ2 Wα = {t, t ≥ t1−α(ν)}

A : µ1 < µ2 Wα = {t, t ≤ −t1−α(ν)}

A : µ1 6= µ2 Wα =
{
t, |t| ≥ t1−α

2
(ν)
}

kde t1−α(ν), t1−α
2
(ν) jsou kvantily Studentova rozdělenı́, ν = n− 1.

4.5 Test shody dvou parametrů alternativnı́ho rozdělenı́
Necht’X1, X2, . . . , Xn1 je náhodný výběr z alternativnı́ho rozdělenı́ s parametrem π1 a Y1, Y2, . . . , Yn2

je náhodný výběr z alternativnı́ho rozdělenı́ s parametrem π2. Dále předpokládejme, že tyto výběry
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jsou nezávislé a rozsahy n1 a n2 dostatečně velké. Označme P1 =
∑n1

i=1Xi/n1,P2 =
∑n2

i=1 Yi/n2

odhady pravděpodobnostı́ (podı́lů) π1 a π2. Statistika

U =
P1 − P2 − (π1 − π2)√

P1(1−P1)
n1

+ P2(1−P2)
n2

má přibližně normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1).
Necht’x1, x2, . . . , xn1 značı́ hodnoty náhodného výběru z prvnı́ho alternativnı́ho rozdělenı́, po-

dobně y1, y2, . . . , yn2 značı́ hodnoty náhodného výběru z druhého alternativnı́ho rozdělenı́, p1 =∑n1

i=1 xi/n1, p2 =
∑n2

i=1 xi/n2 jsou odpovı́dajı́cı́ odhady. Testujeme hypotézu, že parametr π1 je roven
hodnotě π2:

H : π1 = π2,

testové kriterium je statistika

u =
p1 − p2√

p1(1−p1)
n1

+ p2(1−p2)
n2

,

která má při platnosti nulové hypotézy H přibližně normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1). Podle alternativnı́
hypotézy volı́me následujı́cı́ kritické obory:

alternativnı́ hypotéza kritický obor

A : π1 > π2 Wα = {u, u ≥ u1−α}

A : π1 < π2 Wα = {u, u ≤ −u1−α}

A : π1 6= π2 Wα =
{
u, |u| ≥ u1−α

2

}
kde u1−α, u1−α

2
jsou kvantily rozdělenı́ N(0, 1).
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Úkoly pro samostatnou práci

Testy o tvaru rozdělenı́
1. Ve skupině 110 studentů byla sledována výše kapesného. Ze zjištěných dat byl vypočtena výběrová

šikmost a3 = 0,446 a výběrová špičatost a4 = 0,231. Užitı́m testů o nulové šikmosti, o nulové
špičatosti aC-testu ověřte na hladině významnosti 0,05, zda výběr pocházı́ z normálnı́ho rozdělenı́.
Totéž proved’te pomocı́ modifikovaných variant daných testů.

2. Střelec střı́lı́ na terč, zaznamenává se počet zásahů při 3 výstřelech. Střelec provedl celkem 50
trojic výstřelů s těmito výsledky:

Počet zásahů 0 1 2 3
Počet přı́padů 1 4 22 23

Odhadněte pravděpodobnost π̂ zásahu při jednom výstřelu. Je možné toto rozdělenı́ počtu zásahů
při 3 výstřelech popsat pomocı́ binomického rozdělenı́? Danou hypotézu ověřte pomocı́ χ2-testu
dobré shody na hladině významnosti 0,05. (Využijte faktu, že výběrový průměr je nestranným
odhadem střednı́ hodnoty, která je v přı́padě binomického rozdělenı́ rovna nπ, kde n je počet
výstřelů a π je pravděpodobnost zásahu při jednom výstřelu.)

3. Bylo provedeno 10 měřenı́ obsahu tuku v mléce (v g/100 g mléka) s těmito výsledky: 1,59; 1,57;
1,47; 1,65; 1,59; 1,39; 1,49; 1,48; 1,69; 1,32. Na hladině významnosti 0,05 ověřte normalitu
Kolmogorov-Smirnovovým testem.

4. U 250 zaměstnanců státnı́ správy byla zjištěna výška měsı́čnı́ mzdy. Ze zı́skaných dat byly určen
koeficient šikmosti a3 = 0,723 a koeficient špičatosti a4 = 1,311. Pomocı́ C-testu a modifikova-
ného C-testu ověřte, zda je možné náhodnou veličinu udávajı́cı́ měsı́čnı́ mzdu zaměstnanců státnı́
správy popsat normálnı́m rozdělenı́m.

Řešenı́:
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1. u3 = 1,962, u4 = 0,653, zamı́táme normalitu; C = 4,277, nezamı́táme normalitu; z3 = 1,948,
z4 = 0,794, nezamı́táme normalitu; C ′ = 4,425, nezamı́táme normalitu;

2. x = 2,34, π̂ = 0,78, ν = 1, χ2 = 0,437, binomické rozdělenı́ je vhodný model;
3. d10 = 0,155, d10,0,95, = 0, 409, normálnı́ rozdělenı́ je přijatelné;
4. C = 42, 015, C ′ = 28,180, normálnı́ rozdělenı́ nenı́ vhodným modelem;

Jednovýběrové testy hypotéz
1. Požadovaná průměrná vlhkost pražené kávy je 4,2 % a směrodatná odchylka 0,4 %. Ve 20 vzorcı́ch

byly naměřené tyto skutečné hodnoty vlhkosti v %:

4,5 4,3 4,1 4,9 4,6 3,2 4,4 5,1 4,8 4,0
3,7 4,4 3,9 4,1 4,2 4,1 4,7 4,3 4,2 4,4

Předpokládejte, že se jedná o náhodný výběr z normálnı́ho rozdělenı́ (ověřte). Na hladině vý-
znamnosti 0,05 zjistěte, zda základnı́ soubor, z něhož vzorky pocházejı́, vykazuje požadovanou
a) průměrnou vlhkost,
b) variabilitu vlhkosti.

2. Zástupci ekologického hnutı́ aktivně vystupujı́ proti výstavbě nové továrny v oblasti, jejı́ž životnı́
prostředı́ je již tak dost poznamenané průmyslovou činnostı́. Předpokládajı́, že jednı́m z důsledků
nezdravého životnı́ho prostředı́ je i nı́zká porodnı́ hmotnost novorozenců dané oblasti. Má smysl,
aby použili nižšı́ porodnı́ hmotnost jako argument proti výstavbě nové továrny, když vı́, že porodnı́
hmotnost zdravé populace má normálnı́ rozdělenı́ se střednı́ hodnotou 3500 g? Své tvrzenı́ chtějı́
prokázat na souboru 50 náhodně vybraných novorozenců této oblasti narozených v minulém roce,
u nichž naměřili průměrnou hmotnost 3310 g a směrodatnou odchylku 500 g. Test proved’te na
hladině významnosti 0,01.

3. V nedávné době omezila provoz v menšı́m městě továrna, která z většı́ části zaměstnává pracov-
nı́ky dojı́ždějı́cı́ z okolı́. Společnost provozujı́cı́ osobnı́ přepravu se obává, že klesne průměrný
počet přepravovaných osob jednı́m autobusem na určitých linkách. Z tohoto důvodu provedla še-
třenı́ ve 40 náhodně vybraných autobusech a přı́slušných linkách v době přepravnı́ špičky s těmito
výsledky:

Počet cestujı́cı́ch 25 28 29 34 35 38 40 42 45
Počet přı́padů 2 4 7 10 6 5 3 2 1

Z minulých let je známo, že průměrný počet cestujı́cı́ch v jednom autobusu za srovnatelných
podmı́nek byl 36 osob. V přı́padě, že by se prokázalo, že počet přepravovaných osob klesl, bude
přepravnı́ společnost muset omezit provoz. Jak se rozhodne (α = 0,05)?

4. Dle nejmenované společnosti, která se zabývá průzkumem spotřebitelských zvyklostı́, označilo
v minulém obdobı́ 33 % domácnostı́ jako mı́sto svých hlavnı́ch nákupů hypermarkety. Společnost
předpokládá dalšı́ růst jejich obliby. Za účelem prokázánı́ tohoto předpokladu náhodně vybrala
250 obyvatel a zjistila, že hypermarketům dává přednost 93 ze všech dotázaných. Je výsledek
průzkumu v souladu s uvedeným předpokladem (α = 0,05)?
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Testovánı́ hypotéz

Řešenı́:

1. a) A : µ 6= 4,2, t = 0,986, požadovaná průměrná vlhkost je dodržena;
b) A : σ2 > 0,42, χ2 = 22,059, požadovaná variabilita vlhkosti je dodržena;

2. A : µ < 3500, u = −2,687, tvrzenı́ aktivistů je oprávněné;
3. A : µ < 36, u = −2,795, společnost bude muset provoz omezit;
4. A : π > 0,33, u = 1,412, růst obliby nebyl prokázán.

Dvouvýběrové testy hypotéz
1. U dvou laborantů máme posoudit přesnost měřenı́ chemické koncentrace látky. Prvnı́ laborant

provedl 15 měřenı́ s výběrovou směrodatnou odchylkou 0,32 a druhý laborant provedl 20 měřenı́
se směrodatnou odchylkou 0,55. S 95% a 99% spolehlivostı́ ověřte, zda prvnı́ laborant provádı́
měřenı́ přesněji než druhý laborant, majı́-li chyby měřenı́ normálnı́ rozdělenı́.

2. V červnu před 2 roky byla provedena chemická analýza 85 vzorků vody z různých částı́ městského
jezera, bylo zjišt’ováno množstvı́ chlóru. Za poslednı́ 2 roky se značně zredukovalo použı́vánı́ soli
na údržbu silnic v zimnı́m obdobı́. V červnu letošnı́ho roku byla provedena opětovná analýza 110
vzorků vody z daného jezera. Byly zı́skané tyto výsledky:

Před 2 roky Letos
Průměr 18,3 17,8
Výb. směrodatná odchylka 1,2 1,8

Ověřte tvrzenı́, že nižšı́ použı́vánı́ soli v zimnı́m obdobı́ snižuje množstvı́ chlóru v jezeře (α = 0,05
resp. 0,01).

3. V rámci předvolebnı́ho průzkumu bylo zjišt’ováno, zda voliči dajı́ v nadcházejı́cı́ch volbách
přednost levici nebo pravici. Průzkum byl proveden ve dvou regionech. Je možné na základě
zı́skaných údajů tvrdit, že levice má v regionu A významně většı́ podporu než v regionu B? Test
proved’te na hladině významnosti 0,05. Výsledky průzkumu jsou uvedené v tabulce:

Dotázaných Levice Pravice Nevı́
Region A 150 50 70 30
Region B 200 50 90 60

4. Byly měřeny výčetnı́ tloušt’ky (tj. tloušt’ka kmene stromu ve výšce 1,3 m nad patou kmene) dvou
porostů. Testujte na hladině významnosti 0,05, zda jsou oba porosty stejně tloušt’kově vyspělé.
Předpokládejte, že se jedná o výběry z normálnı́ho rozdělenı́.

Porost A 33,5 28,6 36,2 41,4 41,0 43,7 24,1 33,8 40,5 29,6 31,5 26,5
Porost B 29,5 30,4 21,6 24,4 28,5 26,8 25,5 22,6 26,1 19,2 24,6

5. Při zkoušce spolehlivosti výškoměru bylo provedeno 15 kontrolnı́ch měřenı́ při porovnánı́ s dru-
hým standardnı́m výškoměrem. Ověřte párovým testem, že oba výškoměry měřı́ stejně. Předpo-
kládejte, že se jedná o výběry z normálnı́ho rozdělenı́.
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Testovánı́ hypotéz

Výškoměr A 26,8 22,1 19,5 18,5 29,4 33,2 16,3 18,5 35,4 29,5 19,2 26,2 18,4 28,6 17,5
Výškoměr B 26,2 22,4 19,5 19,0 29,3 33,5 16,2 18,9 36,0 29,8 18,9 26,0 18,5 29,0 18,0

Řešenı́:

1. A : σ2
1 < σ2

2 , F = 0,339, pro α = 0,05 1. laborant přesnějšı́ – ano, pro α = 0,01 přesnějšı́ – ne;
2. A : µ1 > µ2, u = 2,321; pro α = 0,05 nižšı́ použı́vánı́ soli v zimnı́m obdobı́ snižuje množstvı́

chlóru v jezeře, pro α = 0,01 vliv nižšı́ho použı́vánı́ soli se neprokázal;
3. A : π1 > π2, u = 1,694, levice má v regionu A většı́ podporu;
4. homoskedasticita, A : µ1 6= µ2 t = 4,055, rozdı́lná tloušt’ka se prokázala;
5. A : µ1 6= µ2, t = −1,567, oba výškoměry měřı́ stejně.
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