4. MECHANIKA SOUSTAVY HMOTNYCH BODU.

Nemusi byt vzdy postacujici nahradit pohyb redlného objektu pohybem jediného
hmotného bodu, napi. kdyz bude objekt souc¢asn¢ konat pohyb posuvny ( transla¢ni ) i otacivy
( rota¢ni ). Proto je vyhodné vytvorit model daného objektu pomoci soustavy hmotnych bodii.
Soustavou hmotnych bodii rozumime soubor N hmotnych bodi, které tvori urcity celek.

Ptikladem soustavy hmotnych bodi mohou byt: slune¢ni soustava, molekula, vlakova
Souprava, granat a jeho stiepiny po vybuchu, vozicky spojené pruzinou, tuhé téleso jako sou-
bor pevné vazanych c¢astic ( atomii, molekul ) apod.

4.1 Zakladni charakteristiky a silové piisobeni v soustavé hmotnych bodi,
prvni impulsova véta.
UvaZujme soustavu n hmotnych bodd, jejichZ hmotnosti jsou m,,m,,...,m, . Celkova

hmotnost soustavy je pak
m=>m . (4.1)
i=1

Sily, které mohou puisobit na kazdy hmotny bod, mizeme rozd¢lit na dvé skupiny:

Vnéjsi ( externi ) sily, které maji plivod ve hmotach ( télesech ) mimo soustavu.
Vnitini (interni ) sily, vyvolané vzajemnym ptisobenim hmotnych bodl soustavy.

Zvolme si libovolny i-ty bod soustavy. Oznacime Ifi,ext vyslednici vnéjsich sil a Ifi,int

vyslednici vnitinich sil na néj ptsobicich.
Pohybova rovnice i-t¢ého hmotného bodu soustavy ma pak tvar

ma - Flext +F||nt
resp' % I:I ext + FI int ? ( 42 )

kde & je okamzité zrychleni tohoto bodu a P, =m V. jeho hybnost. Pro kazdy z n hmotnych

bodil soustavy mizeme napsat pohybovou rovnici stejného tvaru. Provedeme-li soucet levych
a pravych stran téchto rovnic dostavame

n d_’i no/_ n no_
Z_pZZ( Iext ||nt) Z iext ZF
i=1 dt i=1 i=1 i=1
Upravime levou stranu rovnice

"%_ B _ap

kde p je vektor celkové hybnosti soustavy, pro ktery plati

p-3 8- 2mi.
i=1
Postupné upravime pravou stranu rovnice:

a) Z ex = Foq - KOE F.. je vyslednice viech vn&jsich sil piisobicich na soustavu hmotnych

bodu
b) Jestlize

Fint Z » ( mimo k=i, sdm na sebe nepiisobi ), (4.3)
k=1

kde F « je vnitini sila, kterou k-ty hmotny bod plisobi na i-ty, pak miZzeme psat
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noo_ n n
I:'int:

i=1 i=1k

F=0 (44)

1

Vektorovy soucet vnitinich sil soustavy je roven nulovému vektoru. Je-li totiz lfi,k sila, kterou

pusobi k-ty bod na i-ty, musi na zakladé tietiho Newtonova pohybového zakona - akce a reak-

ce — pusobit i-ty bod na k-ty silou Ifkyi , pficemz plati Ifiyk = —Ifk'i a vramci soustavy

Ifi’k + Ifk'i = 0. V8echny vnitini sily tvofi dvojice, jejichz G¢inky se v soustavé vzajemné rusi.
Tak dochazime k prvni vété impulsové

(45)

Casovia zména celkové hybnosti soustavy hmotnych bodii je rovna vysledné vn&jsi
sile, na soustavu pisobici.
Jestlize F,, =0, plyne z rovnice (4.5)
(o[ T ~
d—?=0:> p=p+pP,+..+p, = konst. (4.6)
Rovnice ( 4.6 ) vyjadiuje zakon zachovdni hybnosti pro soustavu hmotnych bodii.

wewrs

jich vyslednice je nulovy vektor, zachovava staly orientovany smér i velikost.

Priklady na aplikaci vztahu ( 4.6 ):
1. Stfelné zbran¢ — pfi vystielu vyleti stfela o hmotnosti m, rychlostiv, a tim udé&li zpétnym

: ) m,Vv
narazem zbrani o hmotnosti m, rychlost v, = —+.
mZ
2. Raketa, jejiz pohyb je zpisoben spalinami unikajicimi velkou rychlosti dozadu. Protoze

vvvvvv

podrobnéji probereme v ¢asti 4.2.

4.2. Pohyb soustavy s proménnou hmotnosti.

Predpokladejme, ze celkovd hmotnost soustavy hmotnych bodl se pii pohybu méni
( ne relativisticky, nebot’ v << ¢ ) tim, Ze se od ni hmotné body oddéluji nebo se k ni ptipojuji
( napft. letici raketa, z niZ proudi velkou rychlosti zplodiny pfi hofeni paliva, které je ¢asti ra-
kety; padajici kapka vody v nasycené pare — zvétSuje se jeji hmotnost srazenim pary na jejim
povrchu ).

Vzhledem k inercialni vztazné soustavé S se pohybuji té€leso o hmotnosti m rychlosti
V a castice s hmotnosti dm rychlosti w. T¢€leso a Castice tvofi soustavu, jejiz celkova hybnost
je p=mv+wdm. Kdyz dopadne v ur¢itém ¢asovém okamziku t ¢astice na t€leso a spoji se
snim, zméni se rychlost t&lesa v ¢asovém intervalu (t,t+dt) o dV a jeho hybnost bude

Vv Case t +dt

B, = (m+dm)V +dv).
Podle prvni impulsové véty je asova zména celkové hybnosti soustavy rovna vysledné vnéjsi
sile (4.5)

% :_ﬁld—t P :%[(m+dm)(\7+d\7)—(m\7+v*vdm)]= F

Za ptedpokladu, ze dmdv — 0, miizeme psat
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i[de+(\7—v*v)dm]: F (4.7)

Rychlost ¢astice vzhledem k pozorovateli v soustavé spojené s pohybujicim se télesem bude
U. Tzn., ze na zéklad€ vztahu pro skladani rychlosti v klasické mechanice ( 2.41 ) musi platit
U=wW-—V. Dosazenim do ( 4.7 ) a po Upravé dostavame

md g gdm , (4.8)
dt dt

coz je pohybova rovnice soustavy s proménnou hmotnosti.

e o r ol e “oLdmo
Sila F je vyslednd vnéjsi sila pasobici na soustavu. Clen U at ma charakter vnitini

. o Ly v e C .. adv
sily soustavy, vyjadiuje silové piisobeni uvniti soustavy pfti pfipojeni ¢i odpojeni ¢astice, m

vyjadiuje zrychleni télesa vzhledem k inercialni soustavé S.

Pro F =0 ( izolovana soustava — nastavé v pripads, Zze zanedbavame pro zjednodugeni
feseni odpor prostiedi, vliv tthového pole, apod. ) a U =0 vyplyva z rovnice ( 4.8 ) pro oka-
mzité zrychleni télesa

_ dv ddm
d=—=—— (4.9)
dt m dt

Na obr. 4.1, jsou zobrazeny Ctyfi rizné ptipady, pfi nichz
mohou vzniknout nerovnomérné pohyby télesa ( sousta- dm>0 -
vy) s proménnou hmotnosti ( pro zjednoduseni nakresu U i

je rovnobéznd s V ). Na obr. 4.1 a) je uveden priklad a) l. T
zrychlovani télesa pti zvétSovani jeho hmotnosti (dm > 0)
nebo zmensovani ( dm < 0 ) a na obr. 4.1 b) dva piipady dvT
brzdéni télesa. v

dm<0

149
. \' V
Jeden z téchto Ctyt ptipadi si probereme podrob- _ Vo 7
n¢ji a to pohyb letici rakety. Letici raketa zmensuje svoji Vo
hmotnost, protoze z motoru unika shofené palivo rychlos-
ti U proti sméru pohybu rakety ( v pfipad¢ jejiho zrych-

lovani ). Je-li Casovd zména hmotnosti rakety stala a I I dm<0 b)
(Z—T = konst.j , pak podle ( 4.9 ) zrychleni rakety roste [dm>0 .
(dokud se nespotiebuje palivo), protoze je neptimo umer- Obr. 4.1
né postupné zmensujici se hmotnosti m rakety. Upravime
rovnici (4.9) na tvar
av = Ud— : (4.10)
m

Integraci rovnice ( 4.10 ) v mezich od hmotnosti m_, coZ je hmotnost rakety s palivem pfi
rychlosti v, dom < m,, coz je hmotnost rakety s palivem pfi rychlosti V , dostaneme

_ - ..M
V-V, =0In—
mO
a po uprave
_ .M
AV =—lIn—=2 ,
m
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coz je zakladni rovnice pohybu rakety ( pro vzduchoprazdny prostor bez tithovych sil ), tzv.
Ciolkovského rovnice.
Je-li m, pocatecni hmotnost rakety s palivem a m konecna po spaleni paliva, pak po-
meér hmotnosti paliva ke kone¢né hmotnosti
m, —m
m

se nazyva Ciolkovského ¢islo. Maximalni rychlost rakety, jejiz pocatecni rychlost je nulova,
se vypocita

=C

v=|[u[In(1+C).

Nejvyhodnéjsi se jevi dosdhnuti maximalni rychlosti rakety zvétSenim vytokové rychlosti spa-
lin U, ale také slozenim rakety z nékolika stupiii ( kazdy stupen ma vlastni pohonnou jednot-

ku).

W Wew

V rovnici (4.2 ) F,, vyjadiuje vyslednici viech vn&jsich sil na soustavu piisobicich.
Kde bude pusobisté této sily? Zda se logické, nahradit celou soustavu hmotnych bodu jedi-

nym hmotnym bodem, tzv. hmotnym stfedem ( tézis-
tém). Tento pojem zavedl jiz Archimédes.

Provedeme odvozeni rovnic pro vypocet soufad-
Zacneme nejjednodussim piipadem, tj. soustavou dvou
hmotnych bod o hmotnostech m, a m, ( viz obr. 4.2).
Hmotny stfed T dvou hmotnych bodi A a B je defino-
van jako bod, ktery dé€li spojnici bodli A, B v obraceném
poméru hmotnosti.

AT m, —
— =—2= ATm, =TBm,
B m
Pro pravouhly primét usecky AB do roviny xz opét plati
AT'm =TB'm,
nebo, pokud pouZzijeme soutadnice bodd,
A(Xl’yl’zl)’ B(XZ’yZ’ZZ)’ T(XT’yT’ZT)
(XT X )m1 = (Xz — X )mz '
Odtud
m, X; + m,X,
Xp = —————=
m, +m,
obdobné

_ My, +my, 7 - mz, +m,z,
T T = .
m, +m, m, +m,

Stejné¢ bychom mohli provést odvozeni pro soustavu tii
hmotnych bodi ( obr. 4.3 ). Vtézisti T’ je soustfedéna
hmotnost (m, +m,) a tieti hmotny bod ma hmotnost m, .

Plati: TT(m, +m,)=TCm,

Obr. 4.3

(My -+ M, )X+ MgXg _ MX, +MyX, +MyXg

X =
T (m, +m,)+m, m, +m, +m,
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_my, +m)y, +myy, 7 = m,z, + m,z, + Mm,Zz,
- L= .
m1+m2+m3 m1+m2+m3

T

Vysledek 1ze zobecnit pro soufadnice hmotného stfedu T(XT Y7 ,ZT) soustavy n hmotnych bo-
dia

>

n n
MX. + MX m.X Zmixi zmiyi Zmizi
X. = 11+ 22+"'+ n*n __ i=1 _ =1 Z_i=l (411)
T m+m,+.m T T Ta T r T '
L T, e
" m, >m,
o1 i1 io1

nebo pomoci polohového vektoru 17 hmotného stiedu T soustavy n hmotnych bodt

n
2 m,
i=1

n
2m

i=1

L=

, (4.12)

kde T, je polohovy vektor i-t¢ého hmotného bodu soustavy.

V ptipadé spojitého rozloZeni hmoty ptechéazi rovnice (4.11 ) a (4.12 ) na tvar

X, ziixdm, Yr :%_n[ydm, y zilzdm

resp. & =£Jde ,
mm

kde m je celkova hmotnost soustavy n hmotnych bodt [ viz (4.1 ) ], dm= pdV je hmotnost
elementu o objemu dV a p je hustota.

Pro soustavu hmotnych bodi plati prvni impulsova véta. Postupné upravujeme levou
stranu rovnice (4.5)

w-alze)-alzm)-5(2n )-S5z

Pouzitim vztahli (4.5 ) a (4.1 ) pokracujeme dale
did d’r
dt\ dt dt

A’ =
m T -F. (4.13)
To je ovSsem pohybova rovnice pro jediny hmotny bod, jehoZ hmotnost m je celkova
hmotnost soustavy a jehoz polohovy vektor I; je polohovy vektor hmotného stfedu soustavy

Tedy

a na né&jz pusobi vSechny vnéjsi sily.
ve kterém je soustfedéna cela hmotnost soustavy a do kterého jsou preneseny vSechny

vnéjsi sily.
V ptipadé, ze Ifext =0, pak z rovnice (4.13) plyne
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1)

2)

=0 = | — =V; =konst (4.14)

2%

WY Wew

Vvoew

Pro nasi slunecni soustavu, kdyz ji budeme povazovat za izolovanou, plati zdkon zacho-
vani hybnosti 1 véta o zachovani pohybu hmotného stiedu, tzn. ze hmotny stfed slune¢ni
soustavy ( ktery je blizko stfedu Slunce ) se pohybuje ( vzhledem k soustavé stalic ) rov-
nom&rn¢ primocare.

Mezi dvéma vozi¢ky o hmotnostech m;,m,,
které jsou u stén pfichyceny elektromagnety,
je natazena pruzina p. Po souc¢asném uvoln¢-
ni obou vozic¢kl pruzina odpadne a vozicky
se zacnou pohybovat rychlostmi V,,V, ( obr.

4.4 ). Predpokladejme, ze na pocatku pohybu

WV

nic, tedy pro x-ovou soufadnici t&zisté platilo

podle (4.11)
X, = m, X, + m,X, 0.
m, +m,

Vv WVt

kde x,,X, jsou soufadnice tézist vozicka. Jakd bude soufadnice X;, t¢ZziSt¢ této soustavy
po uplynuti ¢asu t od zac¢atku pohybu vozicki? Vozi€ky urazi drahy s, =vt,s, =v,t, po-

— m1(X1 _Vlt)+ mz(xz — Vzt) — m,X; + M,X, _ (m1V1 + mzvz)t
m, +m, m, +m, m, +m,

T1

Prvni ¢len podle pifedpokladu se rovna nule a v Citateli druhého aplikujeme zdkon zachova-
ni hybnosti pro nasi soustavu p, + p, =0, takze plati X;;, =0, coZ znamena , Ze poloha t¢-
zisté T soustavy dvou vozickl se nemeéni, téziste je v klidu.

4.4. Druha impulsova véta.

Kona-li soustava hmotnych boda ota¢ivy ( rota¢ni ) pohyb, pak nevysta¢ime s fy-

zikalnimi veli¢inami doposud v této kapitole definovanymi pii popisu tohoto pohybu.

Pohybova rovnice i-t¢ého bodu soustavy hmot-

nych bodit ma tvar ( 4.2 ). Zvolme libovolny vztazny
bod O. Poloha i-tého bodu soustavy je urcena poloho-
vym vektorem T, ( viz obr. 4.5 ). Nasobme rovnici ( 4.2)

vektorové zleva vektorem T,

I Xd—fzﬁ lei,ext +T, x F,
Pro popis rota¢niho pohybu hmotného bodu nestaci jen

—

vektor hybnosti p. Zavadime dalsi fyzikalni veli¢inu

(4.15)

iint

tzv. moment hybnosti ( tocivost ) Bi i-t¢ho bodu sou-
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stavy vzhledem k bodu O, ktera vyjadiuje miru ota¢ivého pohybu i-té Castice. Plati

|

5 -

-

%P, (4.17)

Z obr. 4.5 je patrné, Ze vektor b, Lo =T,, p,. Jeho velikost je b, =r..p..sine, kde r. a p; jsou

velikosti vektort I, P, a o je thel sevieny vektory r;,V,. Moment hybnosti ma jednotku

kg.m?s?,
Derivaci momentu hybnosti i-t¢ho bodu podle ( 1.9 ) obdrzime
—(Fxp )—Exﬁ irx B OR
de 'Y dt T dt T dt
nebot’
ﬁxr) =V, x(mv,)=0
dt 1 I (] !

protoze oba vektory maji tyz smér ( jsou rovnobé&zné, sin0° =0 ).
Levé strana rovnice ( 4.15 ) ma tedy tvar
d
—(F, x P, 4.16
rraUREY (4.16)
Prvni ¢len pravé strany rovnice ( 4.15 ) definuje moment vnéjsi sily, ptisobici na i-ty
bod, vzhledem k vztaznému bodu O:

Mi = f?XIEi,ext

Moment sily M je mirou ota¢ivého ucinku sily vzhledem k libovolnému vztaznému bodu
0. Je definovéan

M=FxF | . (4.18)

Vektor M je kolmy k roving o, ktera je jednoznaéné

uréena vektory ¥ a F (viz obr. 4.6 ). Jeho orientace je 4
urcena pravidlem urcujicim orientaci vektoru, ktery je M
vysledkem vektorového soucinu [ viz kap. 1., str. 11 ].
Velikost vektoru momentu sily je dana

M = Frsine,
kde r a F jsou velikosti vektort F,F a « je uhel jimi

sevieny. N&kdy se také velikost M definuje M = Fa,
kde a je tzv. rameno sily ( a=rsina ), coz je kolma

vzdalenost vektorové piimky sily od bodu O ( viz obr.
4.6 ) Obr. 4.6

Jestlize sila F je vyslednici n&kolika sil F,, pak moment vysledné sily F je roven

vektorovému souétu momenti jednotlivych slozek F,.
Rovnici (4.15 ) muzeme tedy psat [ pouzijeme vztah (4.3 )]

%:Mﬁrz(ﬁxﬁk) (4.19)
k
Rovnice (4.19 ) secteme pro vSechny body soustavy. Obdrzime

>SN+ YY) (420)

i ik

58



db, d <« db
Déle plati A =">SVph=—"",
P — dt dt Z boodt

kde

5=Yh

i

je celkovy moment hybnosti celé soustavy. Obdobné¢ je

M = SN,
celkovy moment vnéjsich sil na soustavu plisobicich.

Ve dvojitém souctu na pravé strané rovnice ( 4.20 )se vyskytuji ¢leny ve dvojicich
Fi><|fi,k+rl<xlf|<,i :FiXﬁi,k_rkXﬁi,k :(Fi_Fk)>< IEi,k :Fi,kXﬁi,k’

kde vektor I, =T —T ma smér spojnice bodu i-t¢ho a k-tého ( obr. 4.7).

1
Budeme predpokladat, ze vnitini sily vzajemného pu-

sobeni dvou bodl jsou centralni, takze maji smér spojnice
obou bodii. Pak plati

Fi X Ifiyk =0,
tzn., ze vnitini sily opét vypadnou z rovnice [ srovnej (4.4)]
Z rovnice ( 4.20 ) po vSech popsanych Upravach obdrzime

db -
—-M 4.21
it ( )

To je matematické vyjadieni druhé véty impulsové. Slovné ji mizeme vyjadrit:
Casova zména celkového momentu hybnosti soustavy hmotnych bodii vzhledem k
bodu O je rovna celkovému momentu vnéjSich sil na soustavu pusobicich vzhledem k
bodu O.
V piipadg, e M =0, plyne z rovnice ( 4.21)
db
— =0
dt
a tedy

b=b,+b,+..+b = konst,

To je zakon zachovani momentu hybnosti:
Celkovy moment hybnosti soustavy zachovava svoji velikost, smér i orientaci,
jestlize celkovy moment vnéjSich sil na ni pisobicich je nulovy vektor.

Podminka M =G je splnéna, kdyz F a - . jsou rovnob&zné nebo F=0. Ale

V ptipad¢, ze Ifext = z IfI =0 mize byt celkovy moment vnéjSich sil na soustavu pusobicich
i

M = 6. Typickym piikladem je pisobeni tzv. dvojice sil, tj. dvou rovnob&znych sil stejné
velkych, opacné orientovanych, které nelezi v jedné piimce.

S dtsledky zakona zachovani momentu hybnosti se seznimime podrobnéji v 5. kapito-
le, ¢asti 5.4, odstavci Setrvacniky ( predevsim u volnych setrvacnikt a jejich praktickych vyu-
Ziti ).
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Kontrolni otazky ke kapitole 4.

el A

o

7.
8.

9.

Uvedte zékladni charakteristiky soustavy hmotnych bodu.

Napiste ( ptip. odvod'te ) a vyslovte 1. impulsovou vétu pro soustavu hmotnych bodi.
Vyslovte zakon zachovani hybnosti soustavy hmotnych bodu.

Napiste pohybovou rovnici soustavy hmotnych bodt s proménnou hmotnosti a proved’te
diskusi této rovnice.

Ukazte, jak z pohybové rovnice soustavy s proménnou hmotnosti ziskdme Ciolkovského
rovnici pohybu rakety.

Vysvétlete pojem hmotny stfed soustavy hmotnych bodu.

Jak se vypocita poloha hmotného stfedu v ptipad¢ spojitého rozlozeni hmoty?

Vyslovte vétu o pohybu hmotného stiedu soustavy hmotnych boda. Uved’te ptiklady po-
uziti.

Muze byt hybnost pohybujiciho se t¢lesa nulova?

10. Definujte fyzikalni veliciny moment sily a moment hybnosti.
11. Napiste a vyslovte 2. impulsovou vétu.
12. Ukazte, jak z 2. impulsové véty plyne zdkon zachovani momentu hybnosti.
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