5. MECHANIKA TUHEHO TELESA

Doposud jsme se zabyvali pohybem té€les, ktera bylo mozno povazovat za hmotny bod,
nebo pohybem soustavy hmotnych bodu. Tento druhy ptipad ( pohyb soustavy hmotnych bo-
du ) vede pti definovani vlastnosti soustavy hmotnych boda k popisu pohybu dokonale tuhé-
ho télesa nebo kratce tuhého télesa.

Tuhé téleso je soustava hmotnych bodu, které jsou spolu vazany takovymi silami, ze
se vzajemné vzdalenosti bodli neméni pii pusobeni vnéjsich sil, fyzikalnich poli, vlivem zmé-
ny teploty atd. Jinymi slovy, tuhé téleso zachovava svij tvar, neni deformovatelné. Je-li uve-
deno do pohybu, pohybuje se jako neménny celek. Tuhé téleso je idealizované téleso.

Jestlize upevnime tuhé téleso v jeho tfech bodech, které nelezi v piimce ( tvofi troju-
helnik ), pak t€leso nemad moznost se pohybovat. Jeho poloha v prostoru je tedy jednoznacné
urcena polohou téchto tfi bodl. Kazdy z téchto bodii ma tfi soufadnice ve zvolené vztazné
soustavé, tzn. ze mame celkem devét Cisel. Protoze vSak tyto tfi body musi se nachézet
v ramci tuhého télesa ( nelze je umistit kamkoli do prostoru ), existuji mezi deviti soufadni-
cemi tfi vztahy ( vyjadiujici stalost délek stran trojuhelnika ). K urceni polohy tuhého télesa,
které neni omezeno zadnymi dal§imi podminkami, tedy staci Sest nezavislych velicin, a proto
mu prisuzujeme Sest stupiiti volnosti ( Stupni volnosti se nazyvaji nezavislé veliciny, které
urcuji polohu télesa vzhledem ke zvolené soustavé soufadnic. ). Tuhé téleso upevnéné
V jednom bod¢ ma jen tfi stupné volnosti ( soufadnice bodu upevnéni jsou pevné uréené), tuhé
téleso upevnéné ve dvou bodech mé jen jeden stupeil volnosti ( téleso se mize jen otacet ko-
lem osy urcené témito dvéma body ).

Obecny pohyb tuhého télesa, jehoz vSechny body | V;
maji stalé vzajemné polohy, je jednoznacné urcen pohybem /
jeho tii bodul, které nelezi v jedné ptimce. Lze ho rozlozit
na dva zakladni druhy pohybi: pohyb posuvny ( translac¢-
ni ) a pohyb otacivy ( rotaéni ).

Tuhé téleso kond posuvny pohyb, jestlize kazda
pfimka a rovina pevné s nim spojena zlstava pii tomto po-
hybu rovnobézna se svou pocateéni polohou. Viechny body | /
tuhého télesa opisuji stejné trajektorie a maji v urcitém
okamziku stejné rychlosti a stejna zrychleni co do velikosti

1 orientovaného sméru ( obr. 5.1 ). Posuvny
pohyb tuhého télesa je popsdn pohybem
kteréhokoli jeho bodu, obvykle volime
télesa.

Tuhé téleso kona otacivy pohyb
kolem pevné osy, jestlize body na ose ota-
¢eni jsou v klidu a ostatni body télesa opi-
suji kruznice se stfedy na ose otaCeni. Ro-
viny téchto kruznic jsou kolmé na osu ota-
ceni. V ur€itém okamziku maji vSechny Obr. 5.2

body stejnou thlovou rychlost a stejné thlové zrychleni ( kromé bodi lezicich na ose ). Ob-
vodové rychlosti bodl zaviseji na jejich vzdalenosti od osy otaceni ( obr. 5.2 a).

Je-1i tuhé téleso upevnéno v jednom bodé, mize se otacet kolem tohoto bodu. Kazdy
bod télesa se miize pohybovat po kulové plose se sttedem v pevném bod¢€. V tomto piipadé
osa otaceni, ktera prochazi pevnym bodem O, nema jiz pevnou polohu Vv prostoru, ale méni
svij smér. Mluvime potom o okamZité ose otaceni.. Vektor uhlové rychlosti @, ktery lezi
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vzdy v okamzité ose otaceni, méni tedy svoji polohu v prostoru. Prirtistek vektoru d@ nema
tyz smér a vektor uhlového zrychleni ¢ tedy nelezi v ose otaceni ( obr. 5.2 b ).

W Wew

Skladat sily ptisobici na hmotny bod znamenalo nalézt jejich vyslednici, ktera ma stej-
ny pohybovy ucinek jako vSechny sily dohromady.
a) jednotlivé sily mohou pusobit v riznych bodech télesa;
b) je nutné urcit nejen velikost a orientovany smér vyslednice, ale také jeji pisobiste;
€) musi se ptihlédnout k tomu, ze sily mohou mit u¢inek posuvny i otacivy.
Budeme postupné fesit jednotlivé ptipady, které mohou nastat.

1. Sily pusobici v jednom bodé.

V tomto ptipad¢ postupujeme jako pii sCitani vektorti ptisobicich v jednom bodé¢ ( ka-
pitola 1.2., str. 8, obr. 1.6 ).

2. Sily pusobici v piimce.

Pusobi-li vtéze pifimce dvé stejné velké sily
opacné orientované, pak se rusi. Jejich jediny mozny
ucinek je protazeni nebo zkraceni spojnice jejich ptiso-
bist’ a to je v tuhém télese nemozné. Tohoto poznatku
pouzijeme pii ditkazu véty:

Piisobisté sily F lze prenést do kteréhokoli bodu

tuhého télesa, ktery lezi na vektorové piimce p sily F .

Silu F piisobici v bodé A chceme pienést do bodu B, ktery lezi na vektorové piimce p této si-
ly. Do bodu B umistime dvé sily stejné velké a opacné orientované, pro které plati F =F'a
‘IE" = ‘— IE" (obr. 5.3 ). Pak sily F a —F' se vzdjemné rusi a v bodé B ziistane sila F' =F .

Pii takovém posunuti piisobiité se nezméni ani moment sily F vzhledem k bodu O,
nebot’ plati ( viz obr. 5.3 ): F,xF =F, xF', Fr,sina=F',sing=Fa , kde a je kolma

vzdalenost vztazného bodu O od vektorové piimky p sily F .
3. Sily putsobici v roviné.
a) Sily riznobézné.

Sily rznobézné If1 a If2 pteneseme do pri-
seiku P’ jejich vektorovych piimek, kde je vekto-
rové secteme ( obr. 5.4 ). Pro velikost vyslednice
plyne ( podle kosinové véty )

F?=F’+F/+2FF,cosa,
kde « je thel sevieny vektorovymi piimkami jed-
notlivych sil. Vyslednici F obvykle pienasime do
pusobisté P leZiciho na spojnici ptsobist’ A a B.

Pro dil¢i sily a vyslednici téchto sil plati
momentova véta:

Moment vyslednice sil F vzhledem k libo-
volnému bodu roviny urcené silami F, a F, se rov-

Obr.5.4

né vektorovému souctu momentii sil F, a F, vzhledem k tomuto bodu.
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Podle obr. 5.4 mizeme tedy psat F, x F, = ., x F, a také F, x F, = F,, x F, . ProtoZe pro
vektorovy soucin plati distributivni zékon, je
FP,XIE1+FP,><|32 :FF,,><(|31+|32)=|7F,,><|E=F><|E = Fxlfzzx L+, X

b) Sily rovnobézné.
o) souhlasné orientované.
Skladani téchto sil pifevedeme na ptedchozi

piipad tim, ze v pusobistich sil Ifl a IE2 piipojime
dvé stejné velké opacné orientované sily F' a —F',
které se vzajemné rusi ( obr. 5.5 ). Sily F,,F' a
F,,—F’ vektorové seéteme a jejich vyslednice R, ,R,
preneseme do pruseciku O’ jejich vektorovych pii-
mek. Daéle postupujeme stejné¢ jako v bodé 3. a).
Z konstrukce plyne pro vyslednici F, Ze je rovno-
bézna s dil¢imi silami a mé stejnou orientaci. Jeji ve-
likost je F =F +F,. Z momentové véty l1ze odvodit,
26_ pro polohu pulsobist¢ O vyslednice plati Obr. 5.5
AO:0OB=F, :F.

) nesouhlasné orientované.

Postupujeme stejné jako v piedchozim ptipadé «). Pokud bychom zvolili opa¢nou
orientaci u sily If2 , pak by pro vyslednici platilo: je rovnobézna se silami Ifl a If2 a ma orien-
taci vétsi z nich ( F, ), jeji velikost je F = F, —F,, jeji piisobisté O lezi vné spojnice AB na
stran¢ vétsi sily a opét z momentové véty plyne AO : OB = F:F.

7 ) Dvojice sil.

Pti skladani dvou stejné velkych sil, stejného
sméru, ale opacné orientace, které nemaji totozné
vektorové primky, nastava konstrukéné neteSitelny
pifipad. Vyslednici je nulovy vektor, jehoZ plisobisté
by bylo v nekone¢nu, ale sou¢et momentd téchto sil
je nenulovy. Takova soustava dvou sil piisobicich na
tuhé téleso se nazyva dvojice sil.

Jestlize ozna¢ime r, polohovy vektor sily F
vzhledem k pocatku O soustavy soufadnic, pak mo-
ment této sily vzhledem k O je M, =F, xF ( obr.

—

- N 0
5.6 ). Obdobné moment sily —F je M =1, x(- F). Obr. 5.6

Moment dvojice sil je pak
M =M, +M, =, xF+7,x(- F)=(F,—F,)x F

Vektor d = r,—r; spojuje pusobisté obou sil a jeho orientaci volime tak, aby smétoval

k ptisobisti té z obou sil, s niz vektorovym nasobenim v poradi

M=dxF
vytvoii moment dvojice sil. Snadno si ovéfime, ze at’ zvolime vztazny bod O kdekoli, tak

vektory F a d se nezméni. To znamena, Ze u momentu dvojice sil nemusime uvazovat o bo-
du, vici kterému je pocitan.
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Velikost momentu dvojice sil 1ze vyjadrit

M =aF ,
kde a je kolma vzdalenost vektorovych piimek obou sil ( obr. 5.6 ).
Pomoci dvojice sil lze fesit dilezitou tlohu pfenosu

sily F z piisobistd A do pisobisté B, které lezi mimo vekto-
rovou piimku sily F . Aby se pienosem sily F nezménil jeji
dynamicky uéinek na tuhé t&leso ( tedy jeji moment M A ) Je
nutné k sile F v bodé B piidat takovou dvojici sil 0 momen-
tu M (obr.5.7), aby platilo:

M+|\7|B:( ) F+ xF = folf:MA Obr. 5.7

4. Sily pasobici v prostoru.
Predpokladejme, ze v riznych bodech tuhého télesa plisobi sily Ifl,lfz,...,lfn. Jejich

pohybovy Ucinek na téleso uréime tak, Ze zvolime v télese libovolny bod O ( redukéni bod ),
do kterého pieneseme vSechny sily a vektorove je secteme. Obdrzime vyslednici

— n —
= z F
i=1
PrenaSime-li vSak silu F, do plsobisté leziciho mimo jeji vektorovou pfimku, musime pfenos
kompenzovat dvojici sil, jejiZ moment Mi =T x IfI je rovny momentu sily vzhledem k bodu

0. Vysledny moment se rovna vektorovému souctu vSech téchto jednotlivych momentt

n
M=>M,
i=1
Uvedené vysledky miizeme shrnout vétou:

Prostorovou soustavu sil, které piisobi na tuhé téleso v riznych bodech, miizeme na-
hradit jedinou silou, kterd piisobi v libovolném predem zvoleném bode, a jedinou dvojici sil.

5. TéZisté tuhého télesa.

Tihové pole Zemé vzhledem k nepatrnym rozmérim télesa vic¢i poloméru Zemé lze
povaZovat v misté, kde se téleso nachazi, za homogenni.

Jestlize budeme tuhé téleso povazovat za soustavu N hmotnych bodi o hmotnostech

m,,m,,...m,, pak tihové sily Gl,Gz, G pusobici na jednotlivé body tvofi soustavu rovno-
béznych sﬂ ( obr. 5.8 ). Podle pfedchozich odstavcil ur¢ime vyslednici téchto sil

é:ZGi :Zmig: gzmi =mg ,
i=1 i=1 i=1

coz je celkova tihova sila piisobici na tuhé téleso o hmotnosti m. Pfi libovolné orientaci tuhé-
ho télesa v prostoru lezi ptusobisté tithové sily vzdy ve stejném bodu, ktem nazyvame tézisté

tuheho telesa Vzhledem k tomu Ze tihova sila G Je vzdy umerna hmotnost1 telesa m, IZe si

vvvvvvvv

tuhého télesa ( plati pokud je uvazované tihové pole homogennl ).
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K vypoctu soufadnic polohového vektoru F te-
zist¢ tuhého télesa zavedeme soustavu soufadnic pevné
spojenou s télesem ( obr. 5.8 ) a pro soustavu rovnobéz-
nych sil pouzijeme momentovou vétu. Jestlize
I =(x,Y,,2) je polohovy vektor i-tého hmotného bodu,

pak lze pro dany piipad zapsat momentovou vétu vekto-
rovou rovnici

FExG=0xG +LxG,+..+T xG,

tedy ©xmg=rxmg+r,xm,g+..+,xmg.

ProtoZze hmotnosti jsou skalarni veliCiny, mizeme psat
mi x§ =mxg+mi,xg+..+mF xg

Odtud pouzitim distributivniho zakona pro vektorové souciny na pravé strané rovnice a vydé-

lenim celé rovnice celkovou hmotnosti m obdrzime

n

o Ymi
L MG Amf+ .M S

4 s = (5.1)
Pro jednotlivé soufadnice t&ziste z rovnice ( 5.1) plyne
Zn:mixi Zn:miyi Zn:mizi
XT:i:lT YT:Hm ZT:iﬂT (5.2)

Pokud mayji tuhd télesa svoji hmotnost spojit¢ rozlozenu v celém objemu, pak nahra-
dime jednotlivé hmotné body nekoneéné malymi objemovymi elementy o hmotnosti dm, na
néz celé tuhé téleso rozdélime. Polohovy vektor libovolného elementu dm oznadime
r= (x,y,z). Pak rovnice ( 5.1 ) a ( 5.2 ) mizeme psat ve tvaru

jzdm

~ jfdm dem jydm

=+ X, =4 4 5 =

T m T m yT m T m

Rovnice (5.1), (5.2) jsou totozné s rovnicemi ( 4.11 ), ( 4.12 ), které urCovali sou-
fadnice hmotného stfedu soustavy hmotnych bodi.

(5.3)

5.2. Rovnovazna poloha tuhého télesa. Stabilita.

Rovnovéhou tuhého télesa nazyvame stav, kdy je téleso vici inercidlni vztazné sou-
stavé v klidu nebo pohybu rovnomérmém posuvném ¢i ota¢ivém. Dvé zakladni podminky
rovnovahy lze matematicky vyjadrit

(5.4)

.Mj
~Th
I
T
1
ol

=2
-

M. =M =6 (5.5)

a slovné
Tuhe téleso je v rovnovaze, kdyz vyslednice vnéjsich sil F piisobicich na téleso a mo-

ment M vysledné dvojice sil jsou rovny nulovému vektoru.

Podminky ( 5.4 ) a ( 5.5), které musi byt ob& splnény, jsou vzajemné nezavislé, tzn.
je-li F =0, neni tim déno, Ze je také M =0, a obraceng.

Stalost rovnovazné polohy tuhého télesa zavisi na tom, jak se pii vychylovani télesa
zZ jeho rovnovahy posouvaji pisobisté vnéjsich sil a jak se v disledku toho méni i velikosti je-
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jich momentti. Na kazdé tuhé téleso v tihovém poli plsobi tihova sila, jejimz plisobistém je

2%

WV

vychylovani z této polohy urceni velikosti a sméru posuvu tézisté télesa. Podle tohoto kritéria

rozliSujeme tfi rovnovazné polohy tuhého télesa:

a) Stala ( stabilni ) rovnovazna poloha je charakterizovana tim, ze pfi vychyleni télesa se
5.9a).

b) Vratka ( labilni ) rovnovazna poloha se vyznacuje tim, ze dochazi pfi vychyleni télesa
59D).

c) Volna ( indiferentni ) rovnovazna poloha je dana tim, Ze pfi vychyleni télesa se vyska

2%

T[/"" T'
lé O8N\ T -0
T' /
)" G (-
> =
_ a) b) G ¥ )
vYG Obr. 5.9

Casto byva rovnovazna poloha tuhého t&lesa hled4na jako extrém jeho potencialni
energie ( stala rovnovazna poloha — potencialni energie je minimalni, vratka — Ep je maximal-
ni, volnd - Ep se pii vychyleni télesa neméni ).
loha stala. Pro praxi je zavazné urceni velikosti stability télesa v takové rovnovazné poloze.
Stabilita tuhého télesa se da vyjadfit riznymi veli¢inami, napf. momentem stability, mirou
bezpecnosti proti pievrzeni, maximalni rychlosti vétru, maximalnim thlem naklonéni ( kdy
vektor tihové sily jesté nesmétuje mimo obrys zdkladny télesa ) nebo velikosti prace potiebné
k pievrzeni tuhého télesa. Toto posledni kritérium si rozebereme podrobnéji na piikladu.

Priklad: Kvadr, jehoZz rozméry jsou a, b, C, stoji na vodo-

rovné roving ( obr. 5.10 ). Jakou praci vykoname, jestlize ho chce- a
me pieklopit kolem hrany b ( kolmé k nakresné v obr. 5.10 )? N !

K pieklopeni kvadru je tieba zvednout jeho tézisté T do po- \\ Sl
lohy 7". Pfitom se vykona prace, ktera je rovna zméné potencialni el T s “ta
energie télesa. Plati tedy /’l\

1 Sy
W =-4E, =-E —(- EpA):mg(hA—hT)zng(\/a2+c2 —c) / N
o=b
Podle tohoto vysledku je stabilita kvadru tim vétsi, ¢im ma kvadr
vétsi hmotnost, ¢im je niz jeho t&€zisté a ¢im delsi je hrana podstavy obr. 5.10

a.
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5.3. Pohybova energie tuhého télesa. Moment setrvacnosti.
Obecny pohyb tuhého télesa lze vyjadrit jako pohyb sloZeny z posuvného pohybu, pri

nemz vSechny castice télesa, vcetne teziste T, maji v daném y
okamziku stejnou rychlost U, a z otacivého pohybu kolem 2
okamZzité osy rotace prochazejici tezistem T telesa, V niz le- O | RGNV, A
zi veKtor okamzité wihlové rychlosti @ . R L 3
Zvolime vztaznou soustavu tak, Zze pocatek O lezi \*\-__j,l_ 7 N u
libovoln¢€ na okamzité ose rotace 0, ktera splyva s osou Yy T
(obr. 5.11 ). Libovolny hmotny bod m, tuhého télesa, je- F) . u
hoZ polohovy vektor je T, se pohybuje rychlosti V,, pro niz 6 '
plati , X
V, =0+, v o
kde U, = @xT, je obvodova rychlost hmotného bodu. Kine- Obr. 5.11
ticka energie tohoto hmotného bodu je

1 1 1 1
E. ==mVv:==m|(G+0 NTd+0)==mu>+mid+=mu?
ki 2 i 2 |[( |)( |)] 2 i (] 2 (]
Celkova kinetické energie tuhého télesa je pak souctem kinetickych energii vSech hmotnych

bodu télesa
n

n n n n n n
E. =Y E;= Z%miu2 +> ma0+ Z%miuf = %UZZmi +0Y m(@x ﬁ)+%a)22mirﬁ
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Vysetiime jednotlivé ¢leny v tomto souctu:
Prvni ¢len, v némz m je celkova hmotnost tuhého télesa, vyjadiuje kinetickou energii
posuvného pohybu télesa

= :%mu2

Lze si ji predstavit jako kinetickou energii hmotného bodu — t€Zist€, s hmotnosti m celého té-
lesa, ktery kona posuvny pohyb s rychlosti U.

Druhy clen jesté upravime, nebot’ z obr. 5.11 plyne, Ze I =F; +5,

U{@Ximi(ﬁ +§i)} = U{[a}xgmiﬁj+(&)x m@ﬂ

=}

i=1 i=1
ProtoZze @ a I; lezi na téZe pfimce je jejich vektorovy soucin roven nulovému vektoru. Pri
i-1
stied soustavy rovnobé&znych sil ( tthovych ). Vektorovy soucet momentli vSech rovnobéznych
sil vzhledem ke stiedu soustavy T je vZdy roven nulovému vektoru. Plati tedy

> (5 <mg)=> (ms x @){gmﬁjx G=0

i=1 i=1
Tato podminka muze byt splnéna jen tehdy, kdyz
> ms§ =0, (5.6)

protoze § #0.Tzn. Zeivyraz @x » mS, =0 atim cely druhy ¢len je roven nule.
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n
V tietim ¢lenu soucet J = Z m.r? (5.7)
i=1

nazyvame moment setrvacnosti tuhého télesa vzhledem k rota¢ni ose prochazejici tézistém
( r, je kolma vzdalenost hmotného bodu od osy otaceni ). Dostavame

E, ERP :
2

coz vyjadfuje kinetickou energii ota¢ivého pohybu tuhého télesa kolem osy, kterd prochazi té-
Zistém.

Celkova kineticka energie tuhého télesa se tedy rovna souctu kinetické energie posuv-
ného pohybu télesa a kinetické energie otac¢ivého pohybu télesa

1 1
E, =E,+E, =—mu’+=Jo* .
k kp kr 2 2
Samostatnost obou pohybtli, z nichz se skladd obecny pohyb tuhého télesa, vede

2%

WV

di kolem osy prochazejici t€zistém. Toto plati obecné pro soustavu hmotnych bodt volnych i
vazanych ( tuhé téleso ). Proto 1. a 2. impulsova véta uvedené v kapitole 4. [ vztahy (4.5) a
(4.21) ] pro soustavu hmotnych bodi plati rovnéz i pro pohyb tuhého télesa.

1. impulsova véta: Casovad zména hybnosti tuhého télesa je rovna vysledné vnéjsi sile,
ktera na téleso piisobi.

2. impulsova véta: Casovd zména momentu hybnosti tuhého télesa je rovna celkovému
momentu vnéjsich sil na téleso pusobicich.

Moment setrvacnosti tuhého télesa.

Z defini¢niho vztahu ( 5.7 ) vyplyva, Ze moment setrvacnosti tuhého télesa zavisi na
poloze rotaéni osy vzhledem k télesu a na rozlozeni hmotnosti v télese. Cim vétsi jsou vzda-
lenosti r;, hmotnych bodi m, od osy rotace, tim je moment setrvacnosti vétsi.

V ptipad€ spojitého rozlozeni hmoty v télese nahradime sumacni znak integralem a
misto hmotnych bodl zavedeme hmotny element dm. Pro moment setrvac¢nosti pak plati

J:jrzdm, [J] = kg.m? (5.8)
kde r je kolma vzdalenost elementu dm od osy rotace. Je-li hustota télesa p = konst. miizeme
psat J= pIerV ,
\

kde dV je objemovy element télesa. Pii vypoétu momentu setrvacnosti osoveé symetrickych té-
les je mozné element dm ( dV ) volit tak, aby vzdalenost r kteréhokoli z jeho bodl od osy ro-
tace byla stejna. V obecném piipadé se vypocet provede pomoci objemového integralu.

Zname-li moment setrva¢nosti tuhého télesa

2%

me urCit moment setrva¢nosti tohoto télesa ke kazdé
ose, kterd je s ni rovnob&zna.

Moment setrva¢nosti tuhého télesa vzhledem
k ose o0, ktera prochazi té€zistém T ( kolmo k nakresné —

obr.5.12) je
Jp =Y mr?.

Zvolime osu 0’ rovnobéZnou s 050U 0 ve vzdalenosti a. Obr. 5.12

Moment setrvacnosti vzhledem k této ose je
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J:Zmisf. (5.9)

Podle kosinové véty je 57 = > +a* —2racosa . Dosadime za s” do (5.9)
J= Zmi(ri2 +a’— 2ria005a): D> mE’+> ma’® - > 2amr cosa = J; +a%y m —2a) mr,cosa

2%

WOV W

> mx,
=0.Proto » mr,cosa =0 apro J mizeme psat

stavy plati X, =

J=J; +ma’ (5.10)
Tento vztah je matematickym vyjadienim Steinerovy véty:

Vvoew

momentu setrvacnosti vzhledem k rovnobézné ose prochdzejici tezistém, zvétSenému o soucin
hmotnosti télesa a ctverce kolmeé vzdalenosti obou os.

5.4. Pohybova rovnice tuhého télesa rotujiciho kolem pevné osy. Setrvacniky.
Tuhé téleso se otaci kolem pevné osy 0. Uvazujme jeden jeho hmotny bod o hmotnos-
ti m., jehoz kolma vzdalenost od osy 0 je urcena vektorem

I a ktery ma okamzitou rychlost V, ( obr. 5.13 ). Hmotny
bod kona pohyb po kruZnici o poloméru r;, jejiz rovina o
urCena vektory I a V, je kolma k ose otaceni télesa. Na za-

kladé rovnice ( 4.19 ) miizeme pro pohyb tohoto hmotného
bodu psat

d -
—(FxmV.)=M. , 511
dt ( 1 1 l) 1 ( )
kde M ; je moment vnéjsi sily, plsobici na hmotny bod, Obr. 5.13

ktery zpiisobuje jeho rotaci. Vektor M, neméa obecné smér

osy rotace. Miizeme jej vSak vzdy rozlozit na slozku kolmou k ose rotace, ktera se snazi ota-
Cet télesem kolem osy kolmé k ose rotace, cemuz brani pevné uloZeni rotacni osy ( tedy nepfi-
spiva k uvazovanému rotacnimu pohybu ), a na slozku ve sméru osy rotace, ktera otaci téle-
sem kolem rota¢ni osy.

Vektor uhlové rychlosti @ lezi v rotacni ose a jeho orientace je dand orientaci rotace
tuhého télesa. Pro okamzitou rychlost hmotného bodu plati V, = @ xT, . Po dosazeni do ( 5.11)

dostaneme
d

m, —I[F x(&xF)|= M. .
1 dt [ 1 ( |)] 1
Protoze FL@, plati T x(@xT)=ar’ atak mizeme dale psat

mii(ﬁzé):miEZd_w:Mi- (5.12)

dt dt

Vektory @ a M i leZi v rotacni ose a proto mizZeme secist rovnice ( 5.12 ) pro vSechny body
télesa

SmieS2 -5 (513)
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Podle (5.7 ) je Z mr? = J moment setrva¢nosti t&lesa vzhledem k ose rotace a ZMi =M

je vysledny moment zptsobujici rotaci télesa. Protoze J tuhého télesa je vzhledem k dané ose
rotace konstantni, piSeme rovnici ( 5.13 ) ve tvaru
M =M (5.14)
dt

Uzijeme-li defini¢niho vztahu pro tthlové zrychleni ¢ = dd—i) , miizeme rovnici ( 5.14 ) psat

ve tvaru Je=M |, (5.15)
coz je pohybova rovnice tuhého télesa vzhledem k pevné ose rotace.
V rovnici ( 5.14 ) vyraz v zadvorce piedstavuje moment hybnosti tuhého télesa

b =&
Je-li moment ptisobicich vnéjsich sil roven nulovému vektoru, pak
%(J@):G = |J& =konst. (5.16)

Vztah ( 5.16 ) vyjadiuje zdkon zachovani momentu hybnosti pro tuhé téleso. Pii zméné
momentu setrvacnosti se meéni tthlova rychlost otd¢eni tak, aby moment hybnosti zlstal kon-
stantni co do velikosti i orientované¢ho sméru.

Setrvacniky.

V kazdém tuhém télese existuji tii tzv. hlavni osy setrvacnosti prochazejici tézistém a
k nim pfislu$né tii hlavni momenty setrvacnosti Ji, Jz, Ja. Jedna z hlavnich os je uréena tim,
7e mé nejveétsi moment setrvacnosti, druhd k ni kolma mé nejmensi moment setrvacnosti a tre-
ti je kolmé k obéma predchozim. Moment setrvacnosti vzhledem k jiné ose, ktera prochazi té-
Zi§tém a svird s hlavnimi osami thly «,f3,7 , je definovan

J =J,cos’a+J,cos’ B+J,c08°y .

Ma-1li homogenni tuhé téleso osu soumérnosti, leZi v ni jedna z hlavnich os setrva¢nos-
ti. Symetricky setrvacnik ma dva hlavni momenty setrvacnosti stejné ( valec, kotou¢ ), kulovy
setrvacnik ma vSechny tii hlavni momenty setrvacnosti stejné.

7w

Otéci-li se tuhé téleso kolem osy pevné v prostoru, psobi kazdy jeho hmotny bod na

osu odstiedivou silou kolmou k rotaéni ose. Tyto sily maji uréitou vyslednici F kolmou k ose
a urcitou vyslednou dvojici sil. Osa, ma-li ziistat pevna, musi byt upevnéna v loziskach. Sila
F pusobi na loziska tlaky a silova dvojice se snazi vychylit osu z jeji polohy ( osa ,.se hazi,
loziska se ¢asem vytlucou ).

zachovava svou orientaci jak v prostoru, tak v télese, i kdyby to nebyla fyzicka osa ( hfidel )
uloZena v loziskach ( odmyslime si ptisobeni tihové sily nebo podepteme téleso jen v jeho té-
7i§ti nebo upevnime v Cardanoveé zavésu apod. ), se nazyva volna osa.

genniho télesa je volnou osou jeho osa soumérnosti ( pokud ji ma ) — ke kazdému hmotnému
bodu m, existuje hmotny bod soumérné sdruzeny podle osy, tzn. ze odstfedivé sily téchto

—

dvou bodt se vzajemné rusi, plati tedy F =0 a neexistuje silova dvojice.

Setrvacniky jsou télesa s volnou osou, vzhledem k niZ maji velky moment setrvacénos-
ti.
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a) Volny setrvacénik.
Nepusobi-li na volny setrvacnik vnéjsi sila ani vné&jsi dvojice sil, udrzuje se rotace se-

trvacnosti a rotacni osa zachovava svou polohu i smér, tj. b = J& = konst.. Prikladem volné-
ho setrvacniku jsou: setrvacnik v Cardanové zaveésu, symetricky setrvaénik postaveny hrotem
se pouziva napft. bicyklové kolo. Prudce roztoceny volny setrvaénik je v rovnovazné poloze
stalé. Pfi malém narazu se nepiekoti, nybrz se jen posune. Jeho osa klade staceni zietelny od-
por.

b) Setrvacnik podrobeny vnéjSimu piisobeni.

Plsobi-li na roztoc¢eny setrvacnik silova dvojice, kterd se snazi vychylit osu setrvacni-
ku z jeji polohy, nesklani se osa setrva¢niku ve sméru
pusobeni vnéjsi silové dvojice, ale zacne opisovat
plast’ kuzele — kona tzv. precesni pohyb.

Demonstrovat takové silové ptisobeni na setr-
vacénik miiZzeme, kdyz setrvacnik roztoceny kolem své
osy, volné bez pocate¢niho narazu postavime na pod-
lozku tak, aby se o ni opiral svou fyzickou osou
V bod¢ A lezicim mimo jeho t&zisté a osa pfitom svi-
rala se svislici thel o ( obr. 5.14 ). Tihova sila setr-
vaéniku spolu s reakci v opérném bod¢ A dava dvojici

sil, jejiz moment M je kolmy k svislé roving prolo-
zené osou setrvacniku a dvojici sil, a snazi se sklopit
jeho osu smérem dolll. Vypocet reakce setrvacniku na
toto vnéjsi pusobeni je snadny jen za zjednodusujici- Obr. 5.14
ho ptedpokladu, ze vlastni rotace setrvacniku je velmi
rychld a Ze plisobeni vnéjsi dvojice je slabé. Setrvacnik se otac¢i kolem volné osy uhlovou

rychlosti @ a ma moment hybnosti b =J&. Podle 2. impulsové véty zméni se vlivem mo-
mentu M smér vektoru b v prostoru. Pii velmi rychlé rotaci setrvacniku lze pfedpokladat, ze
nedojde ke zmén¢ polohy osy rotace vzhledem k setrvacniku, takze smér osy setrvacniku se

prakticky méni stejné jako smér vektoru momentu hybnosti b . 2. impulsovou vétu pro dany
pohyb setrva¢niku muZzeme psat ve tvaru
M= gde (5.17)
dt dt

Ptirtistek uhlové rychlosti d& ma stejny orientovany smér jako M . Svisla rovina prolozena
okamzitou polohou osy rotace a svislici 0 vV bodé A se potoci o tthel d¢ kolem svislice 0. O
stejny thel se potodi také vektor M , z &ehoZ vyplyva, Ze osa setrvacniku se nesklopi kolem
bodu A, ale bude opisovat plast kuzele kolem svislice v bod¢ A, bude konat precesni pohyb.

Snadno vypogitame uhlovou rychlost €2 precesniho pohybu. Protoze vektor thlu pooto&eni
rotani osy ¢ lezi v 0, musi zde lezet i ptiristek dg. Pak z obr. 5.14 plyne d&=dgx @ . Po
dosazeni do ( 5.17 ) dostaneme
M =92, 36 - Bx 35 |
dt

protoze 2 = 99 AR
dt

bodu A, pak M =mglsina = Qwsina a odtud pro velikost thlové rychlosti precese vychazi
_mgl

Jw

80



Smér precesniho pohybu setrvacniku je dan pravidlem:

Pisobi-li na setrvaénik rusiva dvojice sil, snazi se jeho osa rotace po nejkratsi cesté
splynout s osou rusivé dvojice sil ( setrva¢nik vnéjSimu ptisobeni uhyba ).

Na rychle roztogeny symetricky setrvacnik zacne piisobit dvojice sil F —~F , které jsou
kolmé k ose symetrie setrvaéniku ( obr. 5.15 ). Moment M dvojice sil je kolmy
k rovnob&znym silam F —F . Z druhé impulsové véty plyne, Ze zména celkového momentu

hybnosti db musi byt také kolmé k roving uréené touto

dvojici sil. Jelikoz predpokladame stabilitu rotace kolem | & 0

o
!

osy symetrie setrvac¢niku, zustavaji vektor b , vektor uh- —
lové rychlosti setrvacniku @ a smér osy symetrie setr- S!

db,
@ >/ \/

| b

vaéniku rovnobézné. Kromé vektoru db je kolma na ro-

vinu uréenou dvojici sil F~F také zména vektoru uh-
lové rychlosti d@. V obr. 5.15 je znazornéna osa 0, ko-
lem které se osa symetrie setrvacniku zacne otacet. To- Obr. 5.15
muto efektu staceni rotacni osy setrvacniku se tika gyro-

&
Y

skopicky a momentu dvojice sil, ktery to zpisobil se fika gyroskopicky moment. Uvedeny
efekt je tieba brat v ivahu napft. v jednomotorovém letadle, kde rotujici vrtule zveda nebo
stlacuje Spicku letadla podle vzdjemného poméru smyslu rotace a sméru zatacky. Obdobné
problémy nastavaji pti konstruovani lodi a automobild.
c) PouZiti setrvacnikii.

Stabilita rotace setrvacnikt kolem jejich osy symetrie byva technicky vyuzivana napf.
u letadel, kde setrvac¢nik pohanény elektromotorem slouzi jako umély horizont a zatackomér
k uréovani polohy letadla za snizené viditelnosti, nebo stabilita rotujicich kol umoziuje jizdu
na kole a motocyklu, déle stfely se roztaceji v hlavnich zbrani, aby po dobu letu 1épe zacho-
vavaly smér své osy v prostoru, do osobnich namoinich lodi se montuji velké setrvacniky, aby
vyrovnavaly ndklony lod¢ pii velkych vinach, v motorech jsou setrvacniky kviili jejich rov-
nomérnéjSimu chodu, u détskych hracek obstaravaji pohon atd.

Kontrolni otazky ke kapitole 5.

1. Vysvétlete, jak definujeme tuhé téleso a co jsou stupné volnosti tuhého télesa.

2. Jak lze rozlozit obecny pohyb tuhého télesa a charakterizujte jeho jednotlivé slozky.

3. Ukazte na ptikladech skladani sil plisobicich na tuhé téleso v ptipadech:
a) sily pusobi v jednom bodé
b) sily pisobi v pfimce.
Rozeberte skladani sil pisobicich na tuhé téleso v roving.
Objasnéte pojem dvojice sil a definujte jeji moment.
Jaké znate rovnovazné polohy tuhého t&lesa? Cim jsou charakterizované?

. Na ¢em zavisi stabilita tuhého télesa?

9. Odvod'te vztah pro vypocet kinetické energie rotujiciho tuhého télesa!

10. Definujte moment setrvac¢nosti tuhého télesa a uved’te jeho jednotku.

11. Vyslovte Steinerovu vétu a vysvétlete k cemu se pouziva.

12. Odvodte pohybovou rovnici tuhého télesa rotujiciho kolem pevné osy!

13. Definujte moment hybnosti tuhého télesa a vyvod'te zakon zachovani momentu hybnosti
pro rotujici tuhé téleso.

14. Co je setrvacnik? Charakterizujte volny setrvacnik a setrvacnik podrobeny vnéj$imu pu-
sobeni.

15. Objasnéte pojem gyroskopicky moment a uved'te priklady pouziti setrvacnikd v praxi.
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