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OPERACNI VYZKUM

Jak to zacalo?

« QV jako interdisciplinarni aktivita usilujici o vyreSeni komplexnich
vojenskych problému béhem WW2

Adal...

* rozsifeni do civilni sféery

* rozvoj vypo&etni techniky, OV jako pfedmét na VS

Operations Research, Operational Research

« soubor matematickych modelu a technik pro feSeni komplexnich
manazerskych problému

« vedni disciplina, resp. soubor relativne samostatnych disciplin,
které jsou zaméreny na analyzu rlznych typu rozhodovacich
problému

« prostredek pro nalezeni nejlepsiho reseni daného problému pri
respektovani celé fady ruznorodych omezeni
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OPERACNI VYZKUM - souhrn metod, jimiz feSime
rozhodovaci situace.

Redené problémy maji zpravidla vice moznych feSeni a mezi
nimi se hleda to feseni, které nejlepe vede k zadanéemu cili

Faze reseni problému:

1. Analyza problemu z vecneho (ekonomickeho) hlediska,
vytvari se EKONOMICKY MODEL (= slovni zadani ulohy);

2. Sestavi se odpovidajici MATEMATICKY MODEL;
3. Resi se matematicky model,
hledaji se konkrétni Ciselna RESENI;
4. INTERPRETACE vysledku rfeseni;
5. REALIZACE feSeni.



K ekonomickému modelu...

* Vysledkem rozboru ekonomicke reality byva kvalitativhi a
kvantitativni popis situace (slovni zadani ulohy).

* Problemy studujeme na zjednodusenych modelech.

EKONOMICKY MODEL obsahuje:
(kriterium) — jasne vymezen (napr. maximalizace zisku,
minimalizace nakladu, ...);
, které probihaji pri dane rozhodovaci situaci
(vyroba jednotlivych typu vyrobku);
ovliviiujici dany proces a popis vztahu mezi procesy
a Ciniteli (napf. zdroje potfebné na vyrobu vyrobku).



PF.: Podnik vyrabi 3 druhy vyrobku V,, V, a V,.
Na vyrobu 1 vyrobku V, spotrebuje 15 kg suroviny S,
3 KWh energie E a vyroba trva 1 h strojového Casu T.
Na 1 vyrobek V, ... 20kg S, 4 kWh Ea0,5h T.
Na 1 vyrobek V;...40kg S, 7 kWhEa3hT.
Prodejem 1 vyrobku V; ma podnik zisk 700 Kc,
uvV, ...500KcauV,... 1300 KC.
Podnik ma k dispozici 10 000 kg S, 4 000 kWh E a 1000 h T.

Pri jakém planu vyroby bude zisk podniku maximalni?



Ekonomickym modelem je slovni zadani, které se vsak Casto
uvadi ve forme tabulky.

Ekonomicky Vyrobky Disponibilni
model vV, V, V, mnozstvi
Surovina [kg] 15 20 40 10 000
Energie [KWh] 3 4 7 4 000
Str. ¢as [h] 1 0,5 3 1000
Zisk [K¢] 700 | 500 | 1300 max.

C/se/ne charakteristiky
~ PROCESU VYROBY V,

N
oviivnujici
CINITELE

_/

— CIL (kritérium)



K matematickému modelu...

Pr.:

Abychom mohli dany ekonomicky model fesit, musime vyjadrit
podminky i cil procesu pomoci matematickych prostredku
(proménné, funkce, rovnice, nerovnice, ...) —» MATEMATICKY
MODEL.

Res$enim matematického modelu dostavame feseni ulohy.

Jsou-li  funkce, rovnice a nerovnice pouzité v daném
matematickém modelu pouze linearni, jde o ulohu

V podniku se provadéji 3 €innosti — vyroba vyrobku V,, V, a V,
— 3 ;

X1 ... pocet vyrobenych vyrobku V,,

X, ... pocCet vyrobenych vyrobku V.,

x3 ... pocet vyrobenych vyrobku V.



Matematicke vyjadreni omezujicich podminek:

* Nelze vyrabét zaporné mnozstvi vyrobku —
X1 =20,x=20,x3=0

* Pri vyrobe 1 vyrobku V, spotrebujeme 15 kg suroviny S. Pri
vyrobé x; téchto vyrobku je spotfeba 15x; kg suroviny S.
Analogicky i pro V, a V,.
Spotreba suroviny S celkem je 15x; + 20x, + 40x; kg.
Celkova spotreba nesmi presahnout disponibilni mnozstvi —

S: 15x1 + 20x, + 40x3 < 10000

Analogicky pro energii E a str. cas T-:

E: 3x1 + 4'x2 + 7x3 < 4000
S: x4 +0,5x, +3x3; <1000



 PFi vyrobé x; vyrobku V,, x, vyrobku V, a x; vyrobku V,; se
dosahne zisku
z = 700x; + 500x, + 1300x5

« Pozaduje se maximalizace zisku, tedy
z = 700x; + 500x, + 1300x; - max

Shrnuti —= MATEMATICKY MODEL:

z = 700x; + 500x, + 1300x; » max
15x; + 20x, + 40x3 < 10000

3x1 + 4x, + 7x3 < 4000

xq1 +0,5x, + 3x3 < 1000

x1 =2 0,x0=20,x3 =0



FORMULACE ULOH LP

Budeme pracovat se tremi typy uloh LP: ulohou vyrobniho
planovani (viz vyse), smésSovaci ulohou a rozdélovaci
ulohou.

ULOHA VYROBNIHO PLANOVANI

: Podnik vyrabi 2 druhy vyrobku V, a V,. Tabulka udava
spotrebu surovin S; a S, v kg potfebnych na vyrobu 1 ks
vyrobku V., resp. V..

Zisk z 1 vyrobku V, je 3 Kc, z 1 vyrobku V, je 2 KC.

Dale je v tabulce uvedeno mnozstvi surovin, kterymi
podnik disponuije.

Stanovte optimalni vyrobni plan, aby podnik dosahl
maximalniho zisku.



Vyrobky | Disponibilni
v, | Vv, mnozstvi
S, [ka/ks] 2 5 1 000
S,[kglks] | 4 | 1 1100 | ’
Zisk [K&/ks] | 3 | 2 max.
MATEMATICKY MODEL:
Promenne:
X; ... pocCet vyrobku V, Vyrobni plan
X, ... podet vyrobkd V, } ... VeKtor vyroby X = (x,,x,)

X
X, 20,x, >0.



Vlastni omezujici podminky: X = (X, X,)
S, 12X, + 5%, <1000
S, 14X + X, <1100
Celkovy zisk: > ucCelova funkce
Z(X) = z(X,, X,) = 3%, + 2X, — max

(hovofime o maximalizacni tloze)

Celkové MATEMATICKY MODEL:
Z=3X +2X, >max  ucelova funkce

2%, + 9%, <1000
4X, + X, <1100
X, 20,%x,>20 podminky nezapornosti

} vlastni omezeni



FORMULACE ULOH LP ()

SMESOVACI ULOHA

Podnik ma vytvorit krmnou smes, ktera by obsahovala
alespon 308 mg vapniku a alespon 214 mg horciku.
Pouzivaji pfitom dvou typu krmiv:

1kg krmiva K; obsahuje 10 mg Ca a 8 mg Mg a stoji 1500
K¢:

1kg krmiva K, obsahuje 8 mg Ca a 1 mg Mg a stoji 240
KC.

Ukolem je stanovit kolik kazdého krmiva pouzit tak, aby
naklady na vyrobu smesi byly co nejmensi.



Krmiva | Pozadovana
K, K, mnozstvi
Ca [mg/kg] 10 8 308 ekonomicky model
Mg [mg/kg] 8 1 214
Cena [K¢/kg] | 1500 | 240 min.

MATEMATICKY MODEL:

Promeénne:
X; ... mnozstvi (pocet kg) krmiva K, ve vysledné smés;i

X, ... mnozstvi (pocet kg) krmiva K, ve vysledné smési

X =(X,X,) -...smésovaci vektor X, 20,x,2>0



Shrnuti - MATEMATICKY MODEL:

z =1500x%, + 240X, > min  ucelova funkce
10x, +8x, =308

8x, + X, =214

X, 20,x,>20 podminky nezapornosti

} vlastni omezeni

(jedna se o ulohu minimalizacni)



FORMULACE ULOH LP (lll)

ROZDELOVACI ULOHA

Pr.: Mame dostatecné mnozstvi zakladnich lan o délce 32 m.

K dalsimu pouziti potrebujeme alespon 12 ks 20m lan,
alespon 20 ks 11m lan a alespon 26 ks 6m lan.

UrCete optimalni skladbu feznych planu vzhledem
K minimalnimu odpadu.

Nejprve musime vSechny rezné plany (ij. zpusoby, kterymi
|ze rozrfezat zakladni 32m lana na 20m, 11m a 6m kusy)
urcit (viz tabulku dale).



o REZNY PLAN Pozafi oy :Omé
Lo 1| 1L |V, |V, | mnozstvi
20m 1 1 0 0 0 12
11m 1 /0|2 |1]|0 20
6m O 2| 1| 3|5 26
Odpad [m] | 1 0 4 3 2 — . min

ekonomicky model

RP |.: ze zakladniho lana délky 32 m nafeZeme 1 ks 20 m
dlouhého lana, 1 ks 11 m dlouhého lana a zbude odpad delky



MATEMATICKY MODEL:
Promenne: x; (j = 1,...,5) ... pocet zakladnich 32 m_dlouhych
lan roziezanych podle j-tého Fezného planu. X; 20, ] =1,...,5

Ukolem je urgit vektor X = (X, X,, X5, X,, Xz ), ktery udava
skladbu feznych planu (rozdélovaci vektor).

Rozrezeme-li X, lan podle rezneho planu 1; ... ; X.lan podle
rezného planu 5, narezeme
X1 + X5 ks 20m lan,

X4 + 2x3 + x4 ks 11m lan,
2x5 + x3+4+3x4 4+ 5x5 ks 6m lan,

a zbude odpad
Z=X, +4X, +3X, +2X;  (— min)



Shrnuti —= MATEMATICKY MODEL:

Z=X +4X, +3X, +2X; —> min
X+ X, >12
X, +2x,+ X, > 20

2x, + x,+3x,+5x,226
X, 20,X,>20,%X,20,%x,20,%x. =20

Pr.: UrCete optimalni skladbu feznych planu z hlediska
minimalniho poctu rozrezanych lan o délce 32 m.

Matematicky model se od predchoziho bude lisit jen
ucelovou funkci (mame jiny cil)
z=Xx+Xx,+x,+x,+x; — min.



RESENI ULOH LP
Reseni Ulohy LP = nalezeni extrému (linearni) udelové
funkce (maxima, nebo minima) na mnozine vsech

pripustnych reseni (dané vlastnimi omezenimi —
linearnimi — a podminkami nezapornosti)

PF. (Uloha vyrobniho planovani)
Z = 3%, +2X, = max

2%, + 9%, <1000

4%, + X, <1100

X, 20,X,20

Def.: Reseni tlohy LP je pfipustné, jestlize splriuje véechny
viastni omezujici podminky a podminky nezapornosti.



GRAFICKA METODA RESENIi ULOH LP

* metoda pouzitelna v pripade, kdy uloha ma jen dve
promenne (x4, x,) — kazdy bod v rovine predstavuje prave
jedno reseni (o souradnicich x4, x,)

Postup (ve zkratce):
1. UrCime mnozinu vsech pripustnych reseni Xp.

2. Na této mnoziné hledame extrém uceloveé funkce.

 vSechny (ne)rovnice linearni - ,vystacime si s primkami*



GRAFICKA METODA RESENIi ULOH LP

Postup (v krocich):

1. UrCime mnozinu vsech pripustnych reseni Xp.

Vyznacime mnozinu vSech reseni kazdé omezujici podminky
samostatne. Podminkam typu nerovnice odpovidaji poloroviny, rovnicim
primky. Mnozina vSech pfipustnych feSeni je dana prunikem vSech
téchto mnozin (polorovin a pfimek).

2. Na této mnoziné hledame extrém uceloveé funkce.

 \Vlyznacime normalovy vektor n pfislusny ucelové funkci z.

« U maximalizac¢ni Ulohy najdeme takovou kolmici na vektor n, ktera je
nejdale ve sméru n a ma neprazdny prinik s mnozinou Xp.

- U ulohy pak najdeme takovou kolmici na vektor 7, ktera
je 1 a ma neprazdny pranik s mnozinou Xp.

 Tento posledni neprazdny prunik tvofi mnozinu X,pr vSech
optimalnich reseni ulohy LP.



GRAFICKA METODA RESENi ULOH LP

Pr. Graficky reste ulohu vyrobniho planovani zadanou
matematickym modelem (viz vyse):

Z =3X, +2X, = max
2%, +5X%, <1000
4x, + X, <1100
X, 20,x, >0

* Mnozinu X, vSech pripustnych reseni nalezneme jako
prunik jednotlivych omezujicich podminek (nerovnic).

* 4 nerovnice -> 4 poloroviny — zakreslime kazdou zvlast a
urcime prunik



GRAFICKA METODA RESENi ULOH LP

z =3Xx, +2x, > max n=(3,2) (@ =(300,200))
2x, +5x, <1000, (1) [0, 200]; [500, O]
4x, + x, <1100, (2) [0, 1100]; [275, O]
x 20,x,20 (3), (4)

Xp=(1)N(2)nB)N(4)
Xp = 4uhelnik OABC.: O=[0, 0], A=[275, 0],
B=[250, 100], C=[0, 200]

Na X, hledame maximum funkce z.

(kolmici na normalovy vektor 7 funkce z, ktera je nejdale ve
sméru a ma neprazdny prunik s Xp)



GRAFICKA METODA RESENi ULOH LP

250 A1
\201\
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100 1

50 1

L

¢ B = XopT

X
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400
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50 100 150 200 250 \ 300 \ 350

[250,100]  Zy4 =3 -250 4+ 2- 100 = 950 K¢



Dékuji za pozornost.



