2. Matematicke zaklady
linearniho programovani

« Soustavy linearnich rovnic
* Soustavy linearnich nerovnic



SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Definice: Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych
rozumime systém rovnic

a,x, +a,x, +--+a, x =Db
a,Xx, +a,x, +-+a, x =b,

.................................... 1. AXT =b",

(maticovy zapis)

(*)

kde A je matice soustavy, X' je vektor neznamych a b7 je
vektor absolutnich ¢lenu.

—

Matice R = (AbT ) je tzv. rozsirena matice soustavy.




Podminky fesitelnosti udavda FROBENIOVA VETA:

Soustava (*) ma reSeni < hodnost matice A je rovna
hodnosti rozsirené matice soustavy, tj. h(A)=h(R).

VETA O POCTU RESENI:
a) Jje-li h(A)=h(R)=n ... soustava (*) ma prave 1 reSeni,

b) je-li h(A)=h(R)=h<n ... soustava (*) ma nekonecné
mnoho reseni zavislych na n-h parametrech,

c) je-li h(A)<h(R) ... soustava (*) nema resSeni.

Pozn.:V ulohach LP se nejCcasteji budeme setkavat s pri-
padem b), kdy soustava bude mit nekonecné
mnoho reseni.



Reste soustavu rovnic: X, —2X, + X, +X, = 1
X, —2X, +X;—X, =-1
X, —2X, + X3 +9X, = O

1 -2 1 1|1} (1 =2 1 1|1) (1 -2 1 11

1 -2 1 —-1-1|={0 0 O =-2-2|={0 O O 1]l

-2 1 55) 10 0 0 44 { )

h(A)=h(R)=2<4=n= o feseni X, —2x,+x;+x, =1

n—h=4-2=2 parametry, napr. x, =1
X, =S

}S,teR:Mcl =1+2x,—x;,—x, =25t
Xy =1

A tedy obecné fedeni je X = {25 —1,8,1, 1}; s, t € R.



Chceme-li urcit néjaké konkrétni reSeni, zvolime za S a t
konkrétni cisla.

UrCete alespon 4 konkretni reseni predchozi soustavy

rovnic.
Zvolime s=2;t=1 ...... x=3;2;1;1)
s=1;¢t=0 ...... x=(2;1;0;1)
s=—1¢t=1 ...... x=(3;-L11)

s=0;t=0 ...... x=1(0;0;0; 1)



Definice: ReSeni, ve kterém za parametry volime nuly, se
nazyva zakladni reseni. Nezname x,, x,,..., x, JSou tzv.
zakladni (bazické) promeénneé,

ostatni neznameé x,,,, X,,,,---, X, ((n-h) parametru) nazyvame
vedlejsimi proméennymi.

V nasem priklade jsme za parametry volili neznamé
X,, X3 = X,, X3 Jsou vedlejSi promenne. X, X, jsou zakladni
promenne.

Reseni ¥ =(0, 0, 0, 1) je zakladni feSeni soustavy, protoZze
jsme za vedlejSi promenné (tj. za parametry) zvolili nuly.



Definice: Jsou-li vdechny zakladni proménné x, #0,i=1,2,..., 4,
reseni nazyvame nedegenerovane, je-li alespon jedna zakladni
proménna x; =0, feSeni je degenerované.

Redeni X =(0, 0, 0,1) je degenerované, nebot zakladni
proménna x, =0.



SLR v kanonickém tvaru

+a Xy T FaX, = b,
+a,, Xy, T tTa4yX, = b, ¢ 5
(**)
Xy TaApaXp, + oo a4, X, = b,

ZAKLADNI PROMENNE VEDLEJS| PROMENNE

Z tohoto tvaru Ize pfimo urcit zakladni reSeni SLR;
tj. Xpy =--.=Xx,=0=>x,=b;x,=b,;...;x,=b, =

A tedy zakladni feseni je x =(b,, b,,...,5,;0,...,0).



Matice soustavy (**)

1 0 --- 0 a,., oa, \
A 01 --- 0 Ay Gy,
\() 0 --- 1 Qs 0 Ay

obsahuje pravé h sloupcovych jednotkovych vektoru pfifazenych
zakladnim neznamym (obsahuje jednotkovou submatici).

Toho vyuzivame pri feSeni soustavy (*). Matici A upravime
pomoci elementarnich ekvivalentnich Uprav na matici A,.
Soustavy (*) a (**) jsou ekvivalentni a freseni urCime
ze soustavy (**).

K upravam pouzijeme uplnou eliminaci.



Naleznéte vSechna zakladni

reseni SLR:

zakl.

prom.| x4 Xo Xz Xa | b
@D 11 0 4|30
2 8 -2 2|18
0 6 2 2|22

1 | 1 11 0 4 ]30
0 14 2 -6 |-42
0 6 @ 2 (22

xq |1 11 0 4|30
0 8 0 ®|-20

xs [0 3 1 1|11

xy |1 3 0 0110

2 |0 2 0 1|65

xs |0 @D 1 0] 6

x, +11x, +4x, =30
2x,+ 8x, —2x,+2x, =18

Ox, +2x;, +2x, =22

O PIVOT = KLICOVY PRVEK
(nelze za ngj zvolit nulu!)

X, je vedlejSi proménna (parametr),
zvolime x, =0=x =(10,0,6,5).



X{  Xo Xz  Xa | b
xx |1 3 0 0110
xx [0 2 0 1] 5
xs [0 (D 1 0] 6
xx [1 0 & 0| -8
2 |0 0 -2 1] -7
x> [0 1 1 0] 6
x3 [-1/3 0 1 0|83
X4 0 0 1 |-53
o [1/3 1 0 0 [10/3
x3 | 0 0 1 12|72
x, [ 1 0 0 -3/22|5/°2
x> | 0 1 0 1/2]|5/°2

X, je vedlejSi proménna (parametr),
zvolime x, =0=x=(10,0,6,5).

X5 Je vedlejsi promenna,
zvolime x; =0= x =(-8,6,0,-7).

X, je vedlejSi proménna,

’ — >~ 10 8 5
zvolime x, =0=x=(0,5,5,—3).

X, je vedlejSi proménna,
ZVOllmex4_O:>x (2929290)



Pozn.: PocCet vsech zakladnich reseni soustavy m linearne
nezavislych rovnic o n neznamych je

n n!

m) ml(n—m)!

V nasem prikladé m=3 rovnice, n=4 neznameé - pocet

zakladnich reseni je
4 v .3
_ 4! _ 4.3! 4
3) 31 3




Naleznéte vSechna zakladni  x;,+ x, —3x;+x,= 2
reseni SLR:

zakl.
prom.

4x, + x, +x, =14

o

—
L

1O O NN

4 X5 je vedlejSi promeénna, zvolime
x, =0= XY =(4,4,0,-6).

S
© o =nlo o xloo o= s
—_
N

1N
1
N




prom.[ x; X X3 X4 | b
x1 |1 0 (1 o] 4
x» [0 1 4 0| 4
x [0 0 -8 1| -6
xs |1 0 1 0] 4
2 |4 1 0 0][-12
X4 0 0 1|26
x3 | 0 0 1 -1/8| 3/4
x [0 1 0 42| 1
1 |1 0 0 1/8[13/4
x3 | 0 14 1 0| 1
xs2 [0 2 0 1] 2
xt |1 14 0 0] 3

X5 Je vedlejSi promenna, zvolime
X, =0= X" =(4,4,0,-6).

X, je vedlejSi promenna, zvolime

x, =0= X% =(0,-12,4,26).

X, je vedlejSi promenna, zvolime

x,=0=x%x¥ =(£,12,0).

X, je vedlejsi promenna, zvolime
X, =0= XY = (3,0,1 2).



SOUSTAVY LINEARNICH NEROVNIC

Ulohy LP vedou &asto k SLN.

Definice: Je-li A matice soustavy, X' je vektor neznamych
a b’ je vektor absolutnich élentl, rozumime soustavou m

linearnich nerovnic o n neznamych systém nerovnic
T T .
Ax <b°, Y. ayx,+a,x,+-+a, x <b, (2)
resp.
—T _’T .
Ax 2b°, Y. ax,+a,x,+-+a, x 2D, (2)

proi=1,2,...m.



Nerovnice pfevadime na rovnice pomoci tzv. DOPLNKOVE
PROMENNE Xx;.

X =|L,—R|=0 Vi=12,...,m.

L., resp. P, znaci pfisluSnou levou, resp. pravou stranu i-té
nerovnice

Potom () pfejde v rovnice a,x,+a,x, +---+a, x +x, =b.,
(=) prejde v rovnice a,x, +a,x, +--+a, x, —x, =b,.
proi=1,2,...m.

Ziskame S m LR o m+n neznamych.

Kazdéemu reseni SLN odpovida reSeni SLR a naopak.



Reste SLN
7x, +5x, <850

2x,+2x,<300  Urgete Fedeni (X, X,;0,0).

/X, +5X,+% =850

 >0,x;,>0
2X, +2X,+ X, =300

zakl

prom.f x; X, X1 Xz | b
X'1 /[ 5 1 0 | 850 X1, X, ... vedlej§i proménné
X; | 2 @ o0 1300 X" = (0,0;850,300)
X |@ 0 1 -5/2[100 X4, X, ...vedlej§i proménné
x> [ 11 0 1/2[150 x?) =(0,150;100,0)
X1 1 0 1/2 -5/4| 50 X'y, X'»...vedlej$i proménné
2 | 0 1 -1/2 7/4(100 X =(50,100;0,0)




Dékuji za pozornost.



