8. Prirazovaci problém

 matematicky model ulohy

e madarska metoda — minimalizacni Uloha

e maximalizacni uloha



PRIRAZOVAC| PROBLEM

* Uloha optimalniho pfifazeni (napf. strojii na pracovisti, pracovist k
pracovnikim atp.), za predpokladu, ze prave jeden cCinitel prvniho
druhu je prirazen prave jednomu Ciniteli druhého druhu

* Specialni typ dopravni ulohy (m = n; a; = b; = 1,Vi,j; x;; € Z)

Pr.: Podnik ma k dispozici 3 jeraby, které ma

prepravit na 3 pracoviste. Vzdalenosti mezi Cij P P,
jednotlivymi jeraby a stanovisti jsou uvedeny 1 4 3
v tabulce. Hledame optimalni reseni, tj.

takovy plan prepravy, aby celkovy pocet J2 1 2
ujetych kilometru byl minimalni JB 4 5




Reeni — matematicky model pfikladu

X11  X12 X313
(étvercova matice radu 3)

ﬁe§eniX=<x21 X272 X33
X31 X3 X33

* Xjj... i-ty jefab (ne)pfirazen k j-tému pracovisti

xij =1 ... [-ty jerab prifazen na j-té pracoviste

xij =0 ... [-ty jefab nepfirazen na j-té pracoviste
]1:X11+x12 +X13:1 Pl:X11+xZ1 +X31:1
]2:x21+x22+x23=1 PzZX12+xZ2+X32=1
]3:X31+X32+X33=1 P3IX13‘|‘X23+X33=1

Z = C11X11 T C12X12 + C13X13 + C21Xpq + =+ + C33X33 = Min



Vlastnosti reseni

Priklad Obecné

e Ctvercova matice radu 3 ctvercova matice radu n
* 3 proménné nabyvaji hodnotu 1 n promennych nabyva hodnotu 1
e 6 = (3% — 3) proménnych =0 (n® — n) proménnych =0

e5=(2-3—1) zakl. prom. (2n — 1) zakl. proménnych

- pron > 1 vidy degenerované reSeni



MADARSKA METODA — Gloha minimaliza¢ni

v'uloha je minimalizaéni

1. Provedeme redukci sazeb c;; matice:
i. odkazdéeho radku matice odecteme nejmensi sazbu v tomto radku
ii. odkazdého sloupce matice odecteme nejmensi sazbu v tomto sloupci

2. Hledame maximalni pocet nezavislych nul (NN)
v'kazdd z NN se nachdzi v jiném rddku a jiném sloupci
i. volime (= oznacime) tu NN, ktera se ve svém radku/sloupci nachazi samostatné

ii. vynechame radky a sloupce, na jejichz priseciku se NN nachazeji, a ve vzniklé
submatici hledame NN, kterd se ve svém t./sl. nachazi samostatné

iii. pokud kazdy ./sl. obsahuje vic nez jednu (neoznacenou) nulu, vybereme ten s
nejmensim poctem nul, a v ném libovolnou oznacime za NN

3. Pokud jsme nasli pravé n nezavislych nul, obsadime jejich pole hodnotou 1
a ostatni pole hodnotou O = optimalni reseni Xppr; dopocteme z



MADARSKA METODA (pokracovani)

4. Mame-li méné nez n nezavislych nul, zjistime, zda jsme vybrali
maximalni mozny pocet

Konigova véta: Maximalni pocet NN v matici = minimalnimu poctu

krycich car, jimiz je mozno pokryt vsechny nulové sazby v matici.

i. 1. asl,vnichz nelezi NN, ozna¢ime *; nulovymi sazbami téchto t./sl.

vedeme svislé/vodorovné kryci ¢ary

ii. vynechamef. asl. oznacené * a pokryté . a sl. a pokracujeme dle i.

iii. zUstanou-li nepokryté uz jen NN, vedeme i pres né minimum krycich ¢ar

5. Je-li pocet NN = poctu krycich ¢ar = dalsi redukce sazeb v matici
(nesedi-li pocet, nékde jsme udélali chybu — nevybrali jsme max. pocet NN)



MADARSKA METODA (zavér)

5. Dalsi redukce sazeb v matici:
i. znepokrytych poli vybereme minimalni sazbu
ii. tuto sazbu odecteme od vsech prvku nepokrytych krycimi ¢arami a
pricteme ke vSem prvkum, kde se kryci cary krizi
iii. sazby v polich pokrytych jedinou kryci ¢arou zustavaji beze zmény

6. Opét hledame maximalni pocet nezavislych nul...

Optimalni feseni Xypr vzdy ziskame tak, ze v matici (fadu n) umistime
Ljednicky“ na pozice n nezavislych nul, zbyvajici pole budou mit
hodnotu 0. Hodnotu ucelové funkce z ziskame tak, ze se¢teme puvodni
hodnoty sazeb na pozicich, kde se nachazeji NN (tam se realizuje
prirazeni).



MADARSKA METODA — pozndmky

1)

2)

3)

4)

Vychozi redukce sazeb neovlivni tvar reseni. (Redukovana matice
ma ale nizsi hodnotu ucelové funkce.) Redukce sazeb zajisti, ze v
kazdém r. i sl. bude alespon jedna O.

Algoritmus vzdy konci nalezenim prave n nezavislych nul. Kazdé n-
tici nezavislych nul odpovida jedno optimalni reseni. (Kolik moznosti
vybéru n nezavislych nul, tolik optim.)

Ve chvili, kdy mame vést kryci cary pres oznacené NN, nezalezi na
tom, zda je vedeme vodorovneg, nebo svisle. (PoCet je stejny.)

Ani redukce sazeb po konstrukci krycich car neméni tvar
optimalniho reseni.



Pr.: 4 auta se nachazeji na 4 stanovistich S;,i = 1,2, 3,4. Je treba je
premistit na 4 pracoviste P;,j = 1,2, 3, 4. Udaje o vzdalenostech v km
(= sazby ¢;j) uvadi tabulka. Naleznéte optimalni feSeni, zajistujici
minimalni celkovy pocet ujetych kilometru.

Cij P P, P; Py
S1 5 17 | 23 | 10
So 6 15 | 17 | 15
S 20 | 10 | 10 | 15
S4 10 | 15 | 20 | 15




PRIRAZOVACI PROBLEM maximalizaéniho typu

* Prirazovaci problém maximalizacniho typu resime prevedenim na
minimalizacni prifazovaci problém se stejnou mnozinou vsech
optimalnich reseni jako puvodni maximalizacni uloha.

* Pfrevod provadime tak, ze vSechny prvky matice sazeb (puvodni
maximalizacni Ulohy) vynasobime cislem —1.

* (Ziskame tak minimalizacni ulohu se stejnou mnozinou X,pt.)
 Dale postupujeme madarskou metodou... a je to ©



PRIRAZOVACI PROBLEM maximalizaéniho typu

Pr.: Ve firmé mohou 4 pracovnici

P;,i =1,2,3,4 vyrabet 4 vyrobky
Vi,j = 1,2,3,4 (podle toho, na cj | Vi | V2 | V5 | Vg
kterou ze 4 vyrobnich linek jsou P, 5 17 | 23 | 10
prirazeni). Tabulka uvadi pocet c¢;;
vyrobkd V;, ktery je pracovnik P; P, 6 | 15 | 17 | 15
schopevn vyrolgit Za 1 hvc?vczl. , P, 20 | 10 | 10 | 15
Naleznéte optimalni prirazeni tak,
aby celkovy pocet vyrobk P, 10 | 15 | 20 | 15

vyrobenych za 1 hod byl maximalni.



