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Vicekriteridlni linearni programovani

Uvod do vicekriteridlniho linedrniho programovani

Definice:

Uloha vicekriterialniho linearniho programovani (VLP) je zobecnénim dloh
linedrniho programovani vzhledem k poctu Géelovych funkci. Obecné uvaZujeme
Ulohu s k ucelovymi funkcemi.

Matematicky model Glohy vicekriteridlniho linedrniho programovani (VLP) ma

tvar
z1 = 21()?)
2 = 22()?)
— ,max"
Zy = Zk()?)
pfi podminkach
A-xX < b,
X > 0.

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Uvod do vicekriteridlniho linedrniho programovani

Poznamka:

V predeslé definici pouzité symboly chdpeme timto zpisobem:

zs = zs(X),s = 1,..., k, jsou t&elové funkce, jejichZ hodnota je funkci X,
aii e din
A= je matice soustavy (nerovnic),
ami . amn
X1
X = je vektor neznamych,
Xn
by
b= je vektor pravych stran (nerovnic) a
brm
0
0= je nulovy vektor.
0

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Uvod do vicekriteridlniho linedrniho programovani

Definice:

Vektor X, spliiujici uvedend omezeni, se nazyva pfipustné Feseni tlohy VLP.
MnozZinu vSech pripustnych reseni znacime Xp.

Pfipustné ¥edeni X° nazveme nedominovanym feSenim Glohy VLP, jestlize
neexistuje pfipustné feseni takové, ze Z(X) > Z(X°) (vektorova nerovnost
spInénd ve viech k soufadnicich). Mnozinu v8ech nedominovanych feseni
zna¢ime Xy.

PFipustné Feseni, které pfinasi nejlepsi vysledek pfi zohlednéni dllezitosti
jednotlivych Gcelovych funkci, nazyvame kompromisnim fesenim.
Kompromisni feSeni znacime Xop:.

Kompromisni feSeni je nékteré z nedominovanych reseni. K nalezeni
kompromisniho FeSeni existuje vice metod. Pfitom kada z téchto metod muze
oznadit jiné reSeni za kompromisni. Kazda z metod vyzaduje néjakou dalsi
informaci k zadané Gloze (napf. véhy kritérii, apod.)

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Lexikograficka metoda

Je tieba znat poradi kritérii (G¢elovych funkci) podle dilezitosti.
PFi feSeni Glohy VLP lexikografickou metodou se postupuje nasledovné:

Nejprve se uréi mnozina X; vSech optimalnich reseni vzhledem k nejdulezité;si
Gcelové funkci.

Dale se resi Gloha vzhledem ke druhé nejdiilezitéjsi (éelové funkci, pficemz za
mnozinu vSech pfipustnych feSeni nyni bereme mnozinu Xi.

Mnozina X> vSech optimalnich Feseni této Glohy je dale mnoZinou vsech
pfipustnych feSeni treti jednokriterialni Glohy s tfeti nejdalezitéjsi acelovou
funkci; atd.

Nakonec ziskdme lexikograficky optimalni feSeni tlohy VLP.

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Lexikograficka metoda

Lexikograficka metoda — postup:

Uloha VLP s k Gcéelovymi funkcemi se v této metodé nahrazuje feSenim nejvyse
k jednokriterialnich dloh LP:

Prvni Gloha: Na mnoziné vSech pfipustnych feseni pavodni tlohy VLP se
maximalizuje nejdulezitéjsi ucelova funkce. MnoZinu vSech optimalnich
feseni této jednokrieridlni Glohy oznac¢ime Xj.

Druhd Gloha: Na mnoziné X; se maximalizuje druha nejdilezitéjsi Géelova
funkce. Mnozinu viech optimdlnich feseni této jednokrierialni Glohy
oznacime X».

Treti Gloha: Na mnoziné X> se maximalizuje tfeti nejdilezitéji Géelova
funkce. Mnozinu vSech optimalnich feSeni této jednokrierialni dlohy
oznacéime Xj.

Podobné postupujeme i dédle. Skonéime bud po vyfeSeni t-té Glohy

(t < k), jestlize mnozina X; je jednoprvkova, nebo nejpozdéji po vyfeseni
k-té dlohy.

Za kompromisni feSeni tlohy VLP pak povazujeme reseni X;, resp. Xj.
V prvnim pfipadé je kompromisni FeSeni jednoprvkové, ve druhém pripadé
muze byt kompromisnich feseni vice.

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Lexikograficka metoda

P¥:
Urcete graficky mnozinu Xy vSech nedominovanych feseni tlohy VLP a
graficky i pocetné lexikograficky optimalni feseni.

[ z1 = 5x1 + X2

— ,max“
7= X2

za podminek
x1+ x <4, (1)
x1—2x <3, (2)
x1 > 0,x >0.(3).(4)
Poradi dilezitosti uvazujte

a) 1. z1, 2. z;
b) 1. 22, 2. z].

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Lexikograficka metoda

Reseni: MnozZinou Xp viech p¥ipustnych fefeni tlohy je &tyfuhelnik OABC,
Xp = 4-th. OABC,kde O =[0,0],A = [3,0], B =[11/3,1/3], C = [0, 4].

% ® W

—

Obrézek: Uloha VLP, grafické znazornéni Xp, Xy

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Lexikograficka metoda

Na obrazku je mnozina Xp vysrafovéna.

Jsou zde vyznadeny i normalové vektory iy, m> prislusné Géelovym funkcim. P¥i
feseni Glohy VLP lexikografickou metodou se nejprve uréi mnozina Xi vSech
optimalnich feseni vzhledem k nejdilezitéjsi Géelové funkci. V obou pfipadech
je mnozina X; jednoprvkova, a tedy predstavuje jediné kompromisni feseni.
Konkrétné:

ad a) X1 = B, tedy X5, jex = B, proto Z° = (z1(B), z2(B)) = (56/3,1/3).
ad b) X1 = C, tedy X2, . = C, proto z° = (z1(C), 2(C)) = (4,4).
Vzhledem k tomu, jak vysly obé& jednokriterialni Glohy (vzhledem k G&elové
funkci z1, resp. z2), je zfejmé, Ze mnozinou Xy viech nedominovanych fedeni

Ulohy VLP je celd Gse¢ka BC: o
Xnv = BC.

Grafické uréeni mnozin Xp, Xy i kompromisniho feSeni jak v pfipadé a), tak i
v pfipadé b) je zfejmé z obrazku.

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Lexikograficka metoda

Pocetné pro pfipad a) postupujeme nasledovné: Pfevedeme nerovnice na
rovnice zavedenim dopliikovych proménnych x{, x5 a anulujeme (é&elové rovnice,
ostatni je zfejmé z tabulky. Nejprve samozfejmé maximalizujeme nejduilezité;si
céelovou funkci.

’ Z.p. ‘ x1 ‘ X2 ‘ x| x5 ‘ b; ‘ p= abTL pro aj > 0
X1 1 1 1 0 4 4
X3 1) | -2 0 1 3 3
z1 -5 -1 0 0 0 max
2> 0 -1 0 0 0 maxy
X1 0 3) 1| -1|1 %
X1 1 -2 0 1 3 ——
z 0 -11 | 0 15 maxy
2 0 -1 0 0 maxa

Tabulka: Lexikografickd metoda, prvni prepocet tabulky

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Lexikograficka metoda

_ bi
i P = - - proay >0

x
x|
M
N

e

Ak
X 1 1 1 0 4 4
X3 (1) | -2 0 1 3 3
z1 -5 -1 0 0 0 max
2 0 -1 0 0 0 max
x1 0| (3 | 1]|-1]1 :
X1 1 -2 0 1 3 ——
71 0 —11 ] 0 5 15 maxy
2 0 -1 0 0 0 max
e o]t [3][5]3
w [ 1o 3|y
z 0 0 % % % MAX;
Z 0 0 % —% % maxz

Tabulka: Lexikografickd metoda, kompletni tabulka

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Lexikograficka metoda

Poznamka:

| z tabulky je zfejmé, Ze hodnotu céelové funkce z sice zvysit Ize, ale nikoliv
bez soucasného snizeni dilezitejsi i¢elové funkce.

Tedy, feSeni (x1 = 1—31,X2 = %) je jedingm kompromisnim Fe$enim ulohy a).

Poznamka:

Uloha b) by se pocetné fesila analogicky.

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Metoda agregace celovych funkci

Metoda agregace éelovych funkci vyZaduje znalost vah kritérii
vs,s = 1,2, ..., k. Vyjadfuji relativni dilezitost kritéria.

Pri agregaci ucelovych funkci vytvarime z k Géelovych funkci jednu novou
Gcéelovou funkci. Za kompromisni feseni Glohy VLP pak povazujeme optimalni
feSeni Glohy LP vzhledem k této agregované ucelové funkci.

Novou Géelovou funkci definujeme vztahem

K k
Z:szzS7 kde vi >0 Vs=12,... k, szzl.

s=1 s=1

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Metoda agregace celovych funkci

P¥:
Predchozi priklad
|: z1 = 5x1 + x2 :| — max®
Zy = X2

za podminek
x1+ x <4, (1)

X1 — 2X2 S 3, (2)
X1 2 O,Xz 2 0, (3),(4)

feSte metodou agregace ucelovych funkci pro vi = 0,4 a v» = 0,6.

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Metoda agregace celovych funkci

Reseni:
Nejprve vyjadfime agregovanou Gcelovou funkci:

zZ=wvz1 + V2
z=20,4.(5x1 + x2) + 0,6.x

Z = 2X1 + X0 — max

Nyni fedime jednokriteridIni Glohu LP. To Ize bud graficky nebo pocetné.

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Metoda agregace celovych funkci

Graficky: Z grafu vyplyva optimalni feseni

)_(opt =B = (11/3, 1/3),2

(xopt) = 23/3, proto

Zopt = (21(8)722(8)) = (56/37 1/3)

L (®
e

Obrazek: Uloha VLP, metoda agregace téelovych funkci

Vicekriteridlni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Metoda agregace celovych funkci

Pocetné:

’ Zp ‘ X1 ‘ X2 ‘ X{ ‘ X2/ ‘ bi ‘ pP = :T;( pro aj >0
x{ 1 1 1 0 4 4
X5 (1y|-21]0 3 3
z -2 | -1 0 0 0 max
X1 0 |(3) |1 1)1 3
X1 1 -2 0 3 —_
z 0 510 2 6 max
e o1 [3][3]3

2 1 11
x| 1 503 |3
z 0 % 2 23—3 MAX

Tabulka: Metoda agregace Géelovych funkci

Vicekriterialni programovani.



Vicekriteridlni linearni programovani

Metoda agregace celovych funkci

Z tabulky vyplyva optimalni reseni
Xopt = B =(11/3,1/3), z(xopt) = 23/3, proto
Zopt - (Zl(B),ZQ(B)) = (56/37 1/3)

Vicekriteridlni programovani.
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