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Teorie her — Gvod

Definice: Teorie her (TH) metodou matematického modelovani studuje
rozhodovaci situace, v niz vystupuje jeden nebo vice rozhodovateli,

tj. rozhodujicich se subjektd, instituci ¢i mechanismi volicich sva rozhodnuti.
Kazdy z rozhodovateldl ma urcitou mnozinu rozhodnuti, z niz rozhodnuti
vybird. Tato rozhodnuti vedou k tomu, Ze kazdy z rozhodovatell realizuje zisk,
nebo ztratu.

Terminologie TH prevzata z klasickych her:

rozhodovatel —  hrac

rozhodovaci situace —  hra

rozhodnuti —>  strategie

mnozina rozhodnuti —  prostor strategii
disledek rozhodnuti ——  vyplatni funkce

zisk —  vyhra

ztrata —>  prohra, zaporna vyhra
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Hra v normalnim tvaru

Definice: Zakladnim matematickym modelem TH je hra v normalnim tvaru:
Je déna mnozina Q = {1,2,..., k}, tj. mnozina vSech hracu (hraci jsou
oznadeni Eisly).

Kazdy hra¢ ma svij prostor strategii Xi, i € Q. Prvky prostoru strategii, tj.
strategie oznacujeme malymi pismeny.

Pro kazdého hrace je dana vyplatni funkce F;,i € Q definovand na kartézském
souinu X1 X Xz X - -+ X Xi. Pfifazuje kazdé k-tici (x1, 2, ..., xx) hodnotu
Fi(x1,x2,...,xk) € R — vyjadFuje hodnotu vyhry i-tého hrace.

Hra v normalnim tvaru je tedy charakterizovana tfemi typy prvkd:
Q =1{1,2,...,k}, tj. mnoZinou hra&a,
B X1, Xo,..., Xk, tj. prostory strategii hracu,
Fi, Fo, ..., Fk, tj. vyplatnimi funkcemi hraéa.
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Hra v normalnim tvaru

Prabéh hry v normalnim tvaru:

Kazdy z k hrach zvoli néjakou strategii ze svého prostoru strategii. Potom hraci
své volby zvefejni a i-ty hra¢ obdrzi &astku Fi(x1, X2, . . ., Xk).

Poznamka: Je-li Fi(x1,x2,...,xx) < 0, i-ty hra& prohrava &astku
|Fi(xt, x2, ...y X))
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Priklad hry

PF 1.:

Q = {1,2}, tj. hra dvou hracuy;

X ={1,2,...,10}, Xo = {1,2,...,5};

Fi(x1, x2) = x1 + x2, Fa(x1,x2) = —(x1 + x2).

Jak ma kazdy z hracd hrat, aby si vedl co nejlépe?

ReSeni: Je zfejmé, Ze nejlepsi strategii 1. hrade je x1 = 10 a 2. hrade je x» = 1.
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Priklad hry

P¥ 2.:

Modifikujme P¥. 1. nasledovné:

Q = {1,2}, tj. hra dvou hracu;

X1 ={1,2,...,10}, X2 = {1,2,...,5};
F1(X1,X2) = );121122, Fz(Xl,Xz) = X12 - X2.

Jak ma kazdy z hracd hrat, aby si vedl co nejlépe?

Re3eni: Je zfejmé, Ze nejlepsi strategii 1. hrace je x; = 10 a 2. hrade je xo = 1.
22

Fifo, o) = 22—,

a proto je v zajmu obou hrach, aby x; =10 a xo = 1.
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Klasifikace rozhodovacich situaci

a) Podle poétu hraca

k=1 — vede opét k linedrnimu programovani;

k=2 — nejpropracovanéjsi ¢ast TH (timto se budeme dile zabyvat);
k>2 — moznost vzniku koalic;

k =00 —velky pocet rozhodovateld,

— mnohdy neni mozné zjistit jejich pfesny pocet,
— modely ekonomii s trznim hospodarstvim.

Inteligentni hra¢ = rozhodovatel, ktery provadi analyzu situace, voli své
strategie tak, aby maximalizoval svou vyhru.

Neinteligentni hra¢ = ekvivalent ndhodného mechanismu, své strategie voli
nahodné, napf. priroda, krupiér pfi ruleté, apod.
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Klasifikace rozhodovacich situaci

b) Podle poétu strategii
Konecna hra — prostory strategii vSech hraci jsou konecné mnoziny.

Nekonecna hra — prostor strategii aspon u jednoho hrace je nekoneéna
mnozina.

c) Podle souétu vyplatnich funkci

Hra s konstantnim souc¢tem - plati:
_zk: Fi(x1,x2, ..., xk) = K, V k-tici(xi, X2, . .., xk), x; € Xi, K je konstanta.
IJ:el—Ii navic K = 0, jde o hru s nulovym souctem.
Hra s nekonstantnim souc¢tem - plati:
Z:Fi(xl, X2y .oy Xk) = (X1, X2y oy Xk)-
i=

(Hodnota sou¢tu zavisi na jednotlivych strategiich, které zvoli hradi.)
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Antagonistické konflikty

Antagonistickym konfliktem nazyvame rozhodovaci situaci se dvéma
inteligentnimi hradi, jejichz zajmy jsou zcela v protikladu. Zisk jednoho hrace
jde zcela na tkor druhého hrace.

Matematickym modelem antagonistického konfliktu je hra dvou hraca
s konstantnim souctem:

Q = {1,2};

Xi, Xo;

Fi(x1, x2), Fa(x1, x2); F1(x1, x2) + Fa(x1, x2) = K Vx1 € X1, x2 € Xa.

Oznaceni: Protoze se dile omezime jen na dva hrace, budeme je odliSovat
riznymi pismeny (nikoliv indexy). Budeme pouzivat nova znacen:

X1 — X X1 — X,

X2 — Y Xo —> Y.
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Optimalni strategie

V antagonistickém konfliktu povaZujeme za optimalni takovou strategii, od niz
zadna odchylka nem(ze hradi prinést vyhodu za predpokladu, ze druhy hrac
zachova svou optimalni strategii.

Definice: Necht Q = {1,2}; X, Y; Fi(x,y), F2(x,y), F1 + F2 = K je hra
s konstantnim souctem.
Optimalni strategii prvniho hrace nazveme takovou strategii x € X, ke které
existuje strategie y € Y tak, ze
Fl(Xv.V) < Fl()_(v.)_/)
FZ()?vy) S F2()_<7}7)

Véta: Méjme hru s konstantnim souctem

(. Q =11,2}; X, Y; FA(x,y), F2(x,y), L + F> = K).

Potom X, ¥ jsou optimalni v této hre pravé tehdy, jsou-li X, ¥y optimalni ve hre
s nulovym souctem:

Q={1,2}X,Y;

F(l)(va) = Fl(va) - FQ(va)v F(2)(X7Y) = F2(Xv)/) - Fl(va)'
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Maticové hry

Maticové hry (MH) jsou kone¢né hry dvou hraéd s nulovym souétem.

Necht hraci A, B maji své strategie A1, Az, ..., Am; B1,Bo, ..., Bn.
Pak hru Ize popsat platebni matici A = (3j)mxn-

strategie B B> ... B,
21 ail a1z e din
A= 2 ani a2 - azn
A.m dmil am?2 cee amn
Definice: Strategie A1, A2, ..., Am a B, Ba, ..., B, obou hracd nazyvame jejich

Cistymi strategiemi.

Platba, kterd odpovidd &istym strategiim A;, Bj, je aj (= vyhra hrace A,
zaporna vyhra hraée B).
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Maticové hry resitelné v oboru Cistych strategii

P¥: Méjme hru popsanou platebni matici A.

strategie Bi B

3 A 0 1
A= Ay 1 4
As -3 2

Jak maji hradi hrat, aby si vedli co nejlépe?
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Maticové hry resitelné v oboru Cistych strategii

Reseni:

Provedeme detailni analyzu:

Bude-li hra¢ A hrat strategii A1, jeho nejhorSi mozny vysledek bude
min(0,1) =0,

Bude-li hra¢ A hrat strategii Az, jeho nejhorsi mozny vysledek bude
min(1,4) =1,

Bude-li hra¢ A hrat strategii As, jeho nejhor$i mozny vysledek bude
min(—3,2) = -3.

Hrac A si zvoli tu strategii, kterd mu prinese nejlepsi z nejhorsich moznych
vysledkd, tj.

max(0,1,-3) =1=a.

Bude-li hra¢ A hrat strategii A», ma pri kazdé hre zarucenu vyhru alespon ve
vysi a =1 K¢.
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Maticové hry resitelné v oboru Cistych strategii

Podobné z pozice hrace B:

Bude-li hra¢ B hrat strategii Bi, jeho nejhor$i mozny vysledek bude
max(0,1,-3) =1,

Bude-li hra¢ B hrat strategii B,, jeho nejhor§i mozny vysledek bude
max(1,4,2) = 4.

Hrac B si zvoli tu strategii, kterd mu prinese nejlepsi z nejhorSich moznych
vysledki, tj.

min(1,4) =1= 0.

Bude-li hra¢ B hrat strategii B1, ma pfi kazdé hre zarucenu prohru nejvyse
B =1Ke.

Poznamka:

Vsimnéte si, ze « = § = 1. Prvek a; = a =  nazyvame sedlovym bodem.
Je nejnizsi ve svém radku a nejvyssi ve svém sloupci.
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Maticové hry resitelné v oboru Cistych strategii

Postup pomoci sedlového bodu:

Plati:

max min a;j = « ... dolni cena hry (minima po fadcich a z nich maximum),
! J

minmaxa; = (3 ... horni cena hry (maxima po sloupcich a z nich minimum).
i i
Obecné plati: a<p.

Pokud o = 3, pak v matici existuje prvek aj, ktery je ve svém radku nejmensi a
ve svém sloupci nejvétsi. Nazyva se sedlovy bod a oznaduje optimalni Cisté
strategie Ao = A; a By = B;.

Platbu, ktera odpovida optimalnim strategiim, nazyvdme cenou hry a

oznacujeme v:
E(Ao, Bo) =aj = V.

Definice:
Je-li v =0, hra je spravedliva,
Je-li v # 0, hra je nespravedliva.
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Maticové hry resitelné v oboru Cistych strategii

P#: Redte MH s platebni matici

20 -30 O 10
—-40 60 20 -35
70 20 20 50

Reseni:
Ao = As,
By = B;s,

v =20. Hra je nespravedliva, zvyhodnuje hrace A.
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Maticové hry resené v oboru smisenych strategii

V pfipadech, kdy

a< P, atedy maxmina; < mjnmaxaj,
1 J J 1
musime MH feSit v oboru smiSenych strategii.

Definice:

SmiSenou strategii 1. hrace

m
rozumime m-tici X = (x1,...,xm), kde x; > 0a > x; = 1.
i-1

SmiSenou strategii 2. hrace

n
rozumime n-tici ¥ = (y1,...,yn), kde y; >0a > y; = 1.
=1

Poznamka:

X; vyjadfuje pravdépodobnost, s jakou 1. hraé uziva i-tou Cistou strategii Aj,
Yj vyjadfuje pravdépodobnost, s jakou 2. hra¢ uZiva j-tou Cistou strategii B;.
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Maticové hry resené v oboru smisenych strategii
Nema-li hra sedlovy bod, je pro oba hriée vyhodné své jednotlivé (&isté)
strategie rozumné stridat.
m n
Vyraz E(X,y) = >_ > ajxiy; nazyvadme stfedni cenou hry (= oéekavana vyhra

i=1j=1
1. hrd¢e = olekdvana prohra 2. hrace).

Definice:
SmiSené strategie Xp, Yo, pro které plati rovnost

max min E(X, y) = minmax E(X, ¥) = E(X, %),
X y y X
se nazyvaji optimalni smiSené strategie.

Cena hry pak je v = E(X0, Yb).

Zakladni véta teorie MH:

Kazdd maticova hra ma fesSeni v oboru smiSenych strategii.

Poznamka: Existuje fada metod reseni MH. Vzdy jde o to nalézt optimalni
smiSené strategie obou hradd Xo, o a cenu hry v = E(X, o).
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Maticové hry typu 2 x 2

Predpokladejme, ze MH dana platebni matici

A= ( au A ) nema sedlovy bod.

asi an2

Hleddme tedy optimdlni smiSené strategie Xo = (x1,x2), %o = (y1, y2).

pricemz x1 +x2 =1, y1 + y» = 1; x1,x2,y1,)2 > 0.

Pro tyto optimalni smiSené strategie musi platit:

anxi + anxz
a12x1 + anxz

=V, aiyr + any: = v,
=V, aiyir + any: = v.

Resenim této soustavy rovnic ziskdme neznamé xi, x2, y1, y2, V:

X1 =
a

=

azn —

azn —

asi
) X2 =
ai
) Y2 =
det(A
,_ det(A)
a

aii

aii

— a1z

)

a

— az

kde a = ai1 + an — a12 — ax, det(A) = an1an — annan.
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Maticové hry typu 2 x 2

P#: Re$te MH s platebni matici A = ( ‘I § )

Reseni:
Optimalni strategie ziskdme dosazenim do vzorci:
a=antaxp—an—an = 4+3-1-2 =4, det(A) = an1an—anaxn = 4.3—-1.2 =10,
X_322*321_3*1_1 X_312*a11_4*2_
YT T s 2’ T2 T a T
ap—ap 3-2 1 ain—axn 4-1
_ i v =

n=T T T

Blw NI

Tedy:
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Maticové hry typu 2 x 2

Pi: Redte MH s platebni matici A = ( 10 -1 )

Reseni:

Optimalni strategie obou hraéa a cena hry jsou:

oo (1N (3 7T\ 23
°=\20°20) " \10010/)" V™ 10°

Hra je nespravedliva, zvyhodnuje hrace A.
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Maticové hry typu 2 x 2

P#: Redte MH s platebni matici A = ( ; g )
Reseni:
Optimalni strategie obou hraca a cena hry jsou:

% =(1,0), o =(0,1), v=3.

Hra je nespravedliva, zvyhodnuje hrace A.

Poznamka: P¥i feSeni predchozi MH bylo potfeba si uvédomit, ze v platebni
matici exituje sedlovy bod (a = f8), &ili FeSeni v &istych strategiich. Formalni
dosazeni do vzorcl by dalo Spatné vysledky!
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