
Domáćı úloha z plošného integrálu I. druhu

1) Vypoč́ıtejte integrál ∫∫
S

24xz dS,

kde S je část roviny o rovnici x + y + z = 1 v prvńım oktantu. (Tedy 0 < x, 0 <
y, 0 < z).

2) Vypoč́ıtejte hmotnost plochy z = x2 + y2, která má hustotu σ = 6 a je omezena
nerovnost́ı x2 + y2 ≤ 9.
nápověda: při integraci použijte substituci t = 4ϱ2 + 1.

3) Vypoč́ıtejte integrál ∫∫
S

x dS,

kde S je část kulové ploch o rovnici x2 + y2 + z2 = 1 v prvńım oktantu, (tedy
x > 0, y > 0, z > 0).

4) Pro plochu S: z =
√

4− y2, která má hustotu σ = 1 a je omezena nerovnostmi
0 ≤ x ≤ 3, −2 ≤ y ≤ 2 vypoč́ıtejte:

a) hmotnost,

b) statický moment Mxy,

c) statický moment Mxz,

d) statický moment Myz,

e) souřadnice těžǐstě T = [Tx, Ty, Tz],

f) moment setrvačnosti Jx,

g) moment setrvačnosti Jy.

Řešeńı:
1) Rovnice plochy S: z = 1− x− y, normála: n⃗ = (−1,−1, 1), dS =

√
3 dxdy.∫∫

S

24xz dS =

∫∫
D

24x(1− x− y) |n⃗| dxdy =

∫∫
D

24x(1− x− y)
√
3 dxdy

Popis p̊udorysu: z podmı́nky 0 < z dostáváme podmı́nku y < 1− x a tedy p̊udorys
plochy je trojúhelńık vymezený nerovnostmi: 0 < x < 1, 0 < y < 1 − x. Pak∫∫

S
24xz dS =

∫∫
D
24x(1− x− y)

√
3 dxdy = 24

∫ 1

0

∫ 1−x

0
x(1− x− y)

√
3dydx =

√
3.

2) Rovnice plochy S: z = x2+y2, normála: n⃗ = (−2x,−2y, 1), dS =
√
4x2 + 4y2 + 1dxdy.

M =

∫∫
S

σ dS =

∫∫
D

6|n⃗|dxdy =

∫∫
D

6
√

4x2 + 4y2 + 1dxdy

1



Půdorys plochy je kružnice se středem v počátku a poloměru 3, popsaná v polárńıch
souřadnićıch nerovnostmi: 0 < ϱ < 3, 0 < φ < 2π, J = ϱ.
Potom M = 6

∫ 2π

0
dφ

∫ 3

0
ϱ
√

4ϱ2 + 1dϱ = π(37
√
37− 1).

3) Rovnice plochy S: z =
√
1− x2 − y2, normála: n⃗ =

(
x√

1−x2−y2
, y√

1−x2−y2
, 1
)
a

dS = 1√
1−x2−y2

dxdy.

∫∫
S

x dS =

∫∫
D

x|n⃗| dxdy =

∫∫
D

x√
1− x2 − y2

dxdy

Popis p̊udorysu: z podmı́nky na nezápornost výrazu pod odmocninou a omezeńı
na prvńı oktanat dostáváme čtvrtinu kruhu vymezenou nerovnostmi x2 + y2 < 1,
x > 0, y > 0. V polárńıch souřadnićıch je popsána nerovnostmi: 0 < ϱ < 1, 0 < φ <
π
2
, J = ϱ. Potom

∫∫
S
x dS =

∫ π
2

0
cosφdφ

∫ 1

0
ϱ2√
1−ϱ2

dϱ = π
4
(S využit́ım vzorc̊u, které

jsem Vám rozdal)

4) Rovnice plochy S: z =
√

4− y2, normála: n⃗ =
(
0, y√

4−y2
, 1
)
a dS = 2√

4−y2
dxdy.

Popis p̊udorysu: jedná se o obdélńık vymezený nerovnostmi 0 ≤ x ≤ 3, −2 ≤ y ≤ 2.

a) M =
∫∫

S
σ dS =

∫∫
D
1 · 2√

4−y2
dxdy =

∫ 2

−2
2√
4−y2

dy
∫ 3

0
1 dx = 6π. (Integrál∫ 2

−2
2√
4−y2

dy je nevlastńı - v krajńıch bodech pro y = ±2 děĺıme nulou. My

ale v́ıme že konverguje, proto jej můžeme poč́ıtat stejným zp̊usobem jak jste
zvykĺı - použijete vzorečky, které jsem Vám rozdal a normálně dosad́ıte meze.)

b) Myz =
∫∫

S
xσ dS =

∫∫
D

2x√
4−y2

dxdy =
∫ 2

−2
2√
4−y2

dy
∫ 3

0
x dx = 9π,

c) Mxz =
∫∫

S
yσ dS =

∫∫
D

2y√
4−y2

dxdy =
∫ 2

−2
2y√
4−y2

dy
∫ 3

0
1 dx = 0,

d) Mxy =
∫∫

S
zσ dS =

∫∫
D
2 dxdy = 2

∫ 2

−2
1dy

∫ 3

0
1 dx = 24,

e) T = [3
2
, 0, 4

π
].

f) Jx =
∫∫

S
(y2 + z2)σ dS =

∫∫
D

8√
4−y2

dxdy = 8
∫ 2

−2
1√
4−y2

dy
∫ 3

0
1 dx = 24π,

g) Jy =
∫∫

S
(x2 + z2)σ dS =

∫∫
D
(x2 + 4 − y2) 2√

4−y2
dxdy = 2

∫ 2

−2

∫ 3

0
(x2 2√

4−y2
+√

4− y2)dx dy = 30π.
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